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Примечание – 
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3 Представление результатов измерений

3.1 Составляющие погрешности измерения
Погрешность результата измерения в общем случае содержит несколько укрупнённых составляющих: инструментальную, субъективную, методическую, взаимодействия (рисунок 3.1).
	Состав погрешности результата измерения

	инструментальная

(прибора)
	субъективная

(субъекта)
	методическая
(модели)
	взаимодействия

прибора с объектом

	
[image: image1.emf]инструмент


	
[image: image2.emf]субъект


	[image: image3.jpg]



	[image: image4.jpg]OOBEKT

BbIX







Рисунок 3.1 – Структура погрешностей результата измерения
3.1.1 Инструментальная погрешность – погрешность средств измерений. Известны основная и дополнительные составляющие. Они подробно описаны в лекции 3.
3.1.2 Субъективная погрешность
Рассмотрим на примере погрешности отсчитывания результата измерения по аналоговой шкале Δотс*.
Примечание – Частный случай субъективной погрешности – погрешности, допускаемой человеком.
На рисунке 3.2 в сильно увеличенном виде показано одно деление шкалы, т.е. расстояние между соседними метками. Ошибка, которую допускает субъект при отсчитывании результата измерения по аналоговой шкале, имеет в общем случае две составляющие: погрешность параллакса и погрешность округления.
Явление параллакса возникает в том случае, если стрелка прибора отстоит от плоскости шкалы на некотором расстоянии. В этом случае проекция стрелки на шкалу зависит от навыка и аккуратности субъекта, т.е. изменяется в некотором диапазоне. Такую неопределённость при считывании и будем называть погрешностью параллакса Δпар. Эта погрешность может быть сведена к пренебрежимому минимуму в двух случаях (рисунок 3.2): если в качестве стрелки используется имитация стрелки в световом пятне (световой «зайчик»), скользящем по шкале (щитовые приборы), и при наличии зеркальной полоски, повторяющей изгиб шкалы – используют в аналоговых приборах высокой точности. Во втором случае отсчитывание результата производится в момент совмещения стрелки и её изображения в зеркальной полоске, т.е. под прямым углом к плоскости шкалы – параллакс исчезает.
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Рисунок 3.2 – Способы минимизации погрешности параллакса
Погрешность округления Δокр возникает, когда субъект, спроектировав стрелку на шкалу, назначает результат измерения. В общем случае стрелка находится между делениями шкалы и необходимо принять решение, до какого значения округлять отсчёт – до ближайшей метки шкалы или, мысленно разделив деление на ещё меньшие, округлить до ближайшего виртуального деления. Последнее связано с произволом, но произволом, имеющим основание. Дело в том, что, если шкала признана линейной, то и виртуальные промежуточные значения относительно легко можно расположить равномерно. Актуальных вариантов мысленного деления два: делим минимальное деление шкалы пополам или на четыре равные части. Остановимся на втором варианте.
На рисунке 3.3 показана схема отсчитывания результата измерения. При этом разумно считать, что при любом положении стрелки погрешность округления не выходит за пределы ± 0,125 деления. Формально этот факт отразим выражением для предельно допустимого значения погрешности отсчитывания результата: Δотс,п ≈ Δокр, п = ± 0,125×с, где с – цена деления шкалы в единицах измерения. 

Пример: пусть отсчитано 142,25 деления, цена деления 1 В/дел., тогда имеем результат: 142,25 дел.× 1 В/дел. = 142,25 В. Предельно допустимое значение погрешности отсчитывания (округления) Δотс,п = ±0,125 дел.×1 В/дел. = ±0,125 В≈±0,13 В
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Рисунок 3.3 – Иллюстрация процедуры считывания результата измерения по аналоговой шкале
3.1.3 Методическая погрешность
Возникает от несовершенства самого метода измерения, она не исчезает при идеальном приборе.

Признак методической погрешности: в ряде случаев экспериментатор ясно осознаёт, что он измеряет не совсем то, что требуется, но поступить по-другому он не всегда может.

Пример. Поставлена задача измерить расстояние от Земли до Луны. Лазерный дальномер измеряет расстояние с высокой точностью, однако, известно, что само расстояние меняется от времени измерения и места измерения – понятие «расстояние от Земли до Луны» в данном случае становится неопределённым: решая задачу без обдумывания, экспериментатор рискует получить малополезный результат.
3.1.4 Погрешность взаимодействия
· Многим известно положение, которое можно выразить фразой: «Хорош тот вольтметр, у которого сопротивление побольше, а амперметр – у которого поменьше». Теперь поставим вопрос: а собственно говоря, почему это так?

Возьмём вольтметр, измеряющий напряжение постоянного тока и проведём мысленный эксперимент (рисунок 3.4).
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Рисунок 3.4 – Иллюстрация возникновения погрешности взаимодействия

Нас интересует напряжение U ' между двумя выделенными точками 1 и 2 исследуемой электрической схемы. Это напряжение имело место в исследуемой электрической схеме до подключения вольтметра. После того, как вольтметр подключили, напряжение хотя бы совсем немного, но обязательно уменьшится: U < U'.
Почему это так? Поясним.

Сколь бы ни была сложна схема объекта (электрической схемы, состоящей из множества резисторов, конденсаторов, источников энергии и т.п.), но относительно двух выделенных точек её можно представить в виде активного двухполюсника, содержащего последовательно соединённые ЭДС Е и эквивалентное выходное сопротивление rвых (рисунок 3.5).
Пока вольтметр ещё не подключён, получаем U' = E, а после подключения

	U= E rV /(rвых+ rV)
	(3.1)


где rV – сопротивление вольтметра.
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Рисунок 3.5 – Разъяснение причин погрешности взаимодействия
Погрешность от взаимодействия вольтметра с объектом определим так:
	Δвз = U – U' = E (rV / (rвых + rV)) – E= E [(rV / (rвых + rV)) – 1]= 
–E (rвых / (rвых + rV)
	(3.2)


Эта формула неудобна тем, что ЭДС Е нам не известна, мы знаем U, а не Е. Но из формулы (3.3) можно выразить Е:

	E= U (rвых + rV) / rV
	(3.3)


Подставив (3.3) в (3.2), получим:

	Δвз = U [(rвых + rV) / rV]·(rвых /(rвых + rV) = – U rвых / rV
	(3.4)


При rV → ∞ погрешность взаимодействия Δвз → 0. Вот почему хорош тот вольтметр, у которого побольше rV: у него поменьше Δвз.

Примечание – Погрешность взаимодействия всегда (!) отрицательна.
Выразим относительную погрешность взаимодействия:
	(вз = 100 Δвз / U = –100 rвых / rV, %
	(3.5)


Примечание – Значение входного сопротивления вольтметра rV обычно известно и известно с некоторой небольшой погрешностью, т.к. это паспортная гарантированная характеристика прибора. Например, для электронных вольтметров типовым является значение rV= 1 МОм±1%. Однако выходное сопротивление rвых изначально малоизвестно – объект ещё только исследуется в эксперименте. Обычно в учебных метрологических задачах задаётся гипотетический (априорный) диапазон значений rвых, например, 0<rвых<100 Ом. Предельное значение погрешности взаимодействия рассчитывается с учётом сказанного:

	(вз.п =–100 rвых.макс / rV.мин, %
	(3.5а)


Если измеряется постоянное напряжение, а выходное сопротивление объекта не известно, то нужно провести вспомогательный эксперимент (рисунки 3.6 и 3.7).

Для этого проводится вспомогательное измерение: измеряется напряжение V2 в положении 2 переключателя S. Расчётное выражение для rвых (справа от рисунка) выведено из предположения Rэ=rV (для простоты расчёта).
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	rвых=Rэ·(2-К)/(К-1), где
К=V1/V2; Rэ=rV


Рисунок 3.6 – Схема измерения выходного сопротивления объектов
Имеет место и альтернативная схема предварительного измерения rвых (рисунок 3.6). Здесь также разумно использовать Rэ с равным rV значением сопротивления, но можно и другого номинала.
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	если Rэ=rV, то
rвых= rV (Е-V2)/V2, 
где 
V2 – показание вольтметра при замкнутом ключе S


Рисунок 3.7 – Альтернативная схема измерения вых. сопротивления объектов

Примечание – Не следует пренебрегать априорно погрешностью взаимодействия, когда используете электронные/цифровые вольтметры. Такие вольтметры, казалось бы, имеют относительно большие значения входного сопротивления, однако и современные электронные схемы создают часто высокоомными с целью снижения потребляемой энергии. Выходное сопротивление таких схем может достигать соизмеримых с входными величин!

· Аналогичным путём можно найти погрешность взаимодействия амперметра с объектом. При этом должен получиться такой результат: погрешность взаимодействия Δвз → 0 при сопротивлении амперметра rA → 0:

	(вз = 100 Δвз / U = –100 rА / rвых, %
	(3.7)


Таким образом, rV и rA влияют на точность результата, но погрешности взаимодействия Δвз или δвз нельзя включить в инструментальную (что было бы удобно), т.к. они зависят ещё и от эквивалентного выходного сопротивления объекта rвых.
3.2 Запись результата измерения
Пример 1. Измерения произвели с помощью амперметра и записали результаты измерений:

I = (15,40 ± 0,14) A; P = 1
I = (15,400 ± 0,075) A; P = 0,95

В этих записях 15,40 А и 15,400 А – измеренные значения; ± 0,14 А – предельные значения погрешности (результата*) измерения при вероятности Р = 1;  ± 0,075 А – граничные значения погрешности (результата*) измерения при вероятности Р = 0,95.

Примечание – Это слово в тексте и устной речи часто опускается.

Интерпретация: 
- для первого случая. Вероятность того, что истинное значение тока Iи находится в интервале от 15,26 А до 15,54 А равна 1;
- для второго случая. Вероятность того, Iи находится в интервале от 15,325 А до 15,475 А равна 0,95.

Пример 2. Измерение произвели цифровым вольтметром и получили значение U = 41,5346 B.
Граничные значения погрешности (результата) измерения вычислены и составляют ± 0,0253 В при вероятности Р = 0,95. Результат измерения записан правильно так: 
(41,535 ± 0,025) В; Р = 0,95.

Правила:

- число, выражающее предельные или граничные значения погрешности измерения, должно содержать две значащие цифры.

Набор примеров погрешностей, записанных с двумя значащими разрядами: 42 кОм, 4,2 кОм; 0,42 кОм; 0,042 кОм; 0,0042 кОм;

Другой набор примеров погрешностей, записанных с двумя значащими разрядами: 10 кОм, 1,0 кОм; 0,10 кОм; 0,010 кОм; 0,0010 кОм.
Примечания – В процессе вычислений составляющих погрешности надо сохранять минимум три цифры, и только при окончательной записи результата округлять до двух.

- число, выражающее измеренное значение, должно оканчиваться цифрой того же разряда, что и  значение погрешности. 

Примеры: запись (15,4 ± 0,14) А не верна, а (15,40 ± 0,14) А – правильная; (0,23×103+1,8/-2,2) В – неправильная запись (из письма слушателя).
- округление чисел, выражающих результат и погрешность измерения, надо производить по обычным правилам: если первая из отбрасываемых цифр меньше пяти, остающиеся цифры не меняются, если же она больше или равна пяти, то последняя из остающихся цифр увеличивается на единицу.

3.3 Вычисление погрешностей измерений

3.3.1 Вычисление погрешностей прямых измерений
3.3.1.1 Метод наихудшего случая (МНС)
При вероятности Р = 1 находят предельные значения* погрешности измерения Δп путём суммирования предельных значений составляющих Δi,п в соответствии с формулой:
	Δп = (Х-Хи)п = ±
[image: image12.wmf]å

=

D

n

1

i

п

,

i

|

|


	(3.7)


Примечания – Обращаем внимание, что предельных значений именно два: одно имеет знак «+», другое знак «–». На рисунке 3.8 даётся иллюстрация этого факта.
Составляющими могут быть: 

– инструментальные (погрешности средства измерений):

– основная погрешность Δ о,п;

– дополнительные погрешности Δ д,п;

– погрешность отсчитывания (субъективная) Δ отс,п;

– погрешность взаимодействия инструмента (прибора) с объектом Δ вз,п;
- погрешность методическая Δ мет, п*.

Примечание – Методические погрешности здесь не рассматривается, но надо иметь в виду, что в ряде случаев она может быть существенно большей, чем перечисленные составляющие.

На рисунке 3.8 представлена иллюстрация рассмотренного метода расчёта погрешности. Здесь минимальное Хи мин и максимальное Хи макс значения равноудалены от измеренного значения Х. На рисунке 3.9 будет представлен другой случай.
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Рисунок 3.8 – Иллюстрация метода наихудшего случая
Особенности учёта погрешности взаимодействия.

Погрешность взаимодействия – в отличие от других – всегда имеет только один знак минус. В этой связи она при расчёте погрешности результата может учитываться двумя разными способами.
Первый способ учёта погрешности взаимодействия.
Погрешность Δп (формула 3.7) формально «расщепляется» в два, разных по модулю предельных значения. Одно из них (обозначим Δп+) –  меньшее по модулю и имеющее знак плюс – не включает погрешность взаимодействия, а второе (обозначим Δп¯) – большее по модулю и имеющее знак минус – включает. На фрагменте а) рисунка 3.9 этот факт отражён разной длиной цветных стрелок.
Примечание – Красный цвет одной из стрелок символизирует факт превышения Хи измеренного значения Х, а синий цвет другой обозначает область значений, где Хи < Х.
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Рисунок 3.9 – Иллюстрация двух методов учёта погрешностей взаимодействия
Второй способ учёта погрешности взаимодействия.
Второй способ позволяет «расщеплённую» форму представления погрешности результата вернуть к более «красивому» и компактному способу записи – симметрировать погрешность. Качественное объяснение способа проиллюстрировано фрагментом б) рисунка 3.8. Здесь розовая и голубая стрелки показаны одинаковой длины и добиваются этого путём введения поправки в измеренное значение: Х+η. Поправка η вычисляется по понятной из рисунка формуле: η=(Δп+-Δп¯)/2. При этом симметричная погрешность измерения 
Δп сим=Δп=(|Δп¯|+|Δп+|)/2.
Примечание – Следует иметь в виду, что симметрирование погрешности можно производить только в том случае, если погрешность измерения – как случайная величина – имеет равномерный закон распределения (рисунок 3.10).

	[image: image15.png]f (&5)=const

A 0 A e






Рисунок 3.10 – График равномерного закона распределения погрешности результата
Недостатком рассмотренного МНС является сильное завышение погрешности измерения, ибо очень маловероятно, чтобы все составляющие оказались в проведённом эксперименте равными своим предельным значения и были при этом одного и того же знака (плюс или минус). Однако этот способ даёт полную гарантию, что реальная погрешность проведённого эксперимента не превысит рассчитанного значения. Такой подход применяют всегда в ответственных измерениях. Для снижения погрешности измерений в таких случаях необходимо использование более точных СИ.
3.3.1.2 Метод применения теории вероятности
При вероятности Р < 1, например, при Р = 0,95, находят граничные значения погрешности измерения Δгр способом статистического суммирования предельных значений составляющих Δi,п:

	Δгр = ± К
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Значение К зависит от законов распределения случайных величин Δi и от задаваемого значения вероятности Р. Если законы распределения неизвестны, рекомендуется принять, что для всех составляющих это закон равномерной плотности. При этом из теории вероятностей следует, что значения К при разных значениях Р соответствуют приведённым в таблице 3.1.

Таблица 3.1

	Р
	0,9
	0,95
	0,99
	

	К
	0,95
	1,1
	1,4
	


Значение Δгр может быть существенно меньше по сравнению с Δп, хотя Р и близко к единице. Максимальное снижение Δгр по сравнению с Δп будет, если все Δi,п одинаковы:

Δi,п =А.

При Р=1 получим
Δп = ± nA,
а при Р<1

Δгр = ± К
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например, при n = 4 и К = 1,1 различие между предельным и граничным значениями получается примерно в два раза.

Если, наоборот, какая-нибудь из Δi сильно преобладает над остальными, то Δгр ≈ Δп.

3.3.2 Вычисление погрешностей косвенных измерений
Для вычисления погрешности мы располагаем известной функциональной зависимостью результата косвенного измерения Y от аргументов 
Х1, Х2,…, Хn:

Y = f (Х1, Х2, … Хn)
Пример: R = U/I здесь Y = R; Х1 = U; X2 = I.
Требуется найти погрешность ΔY, возникающую от погрешностей ΔХ1, ΔХ2,… ΔХn.

Упростим обозначения: ΔY = Δ; ΔХ1 = Δ1; ΔХ2 = Δ2; … ΔХn = Δn.
Для решения нашей задачи в математике есть т.н. «формула полного дифференциала»:
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Предельные значения Δ:
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	(3.10)


Частные случаи.

1) Y = a1X1 + a2X2 +...+anXn = 
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, т.е. Y – линейная функция аргументов Х1, Х2,…, Хn. В данном случае 
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Примеры:

а) Y = X1 + X2; здесь a1 = а2 = 1; Δ = Δ1 + Δ2; Δп = ± (|Δ1,п| + |Δ2,п|); Р = 1.

б) Y = X1 – X2; здесь a1 = 1; а2 = – 1; Δ = Δ1 – Δ2; Δп = ± (|Δ1,п| + |Δ2,п|); Р = 1.

Итак, Δп для суммы и разности одинаковы.
2) Y = X1a1·X2a2· … ·Xnan , где а1; а2;…аn – действительные числа, положительные и отрицательные, целые и дробные.
Пример: Y = 
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Частные производные:
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Далее:
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Следовательно, 
Δ = Y(a1δ1 + a2δ2 + ...+ anδn);

δ = 
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Предельные значения:
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Примеры:
а) Y = X1X2; здесь а1 = а2 = 1; δ = δ1 + δ2; δп = ± (|δ1,п| + |δ2,п|); P =1.

б) Y = 
[image: image32.wmf];
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 здесь а1 = 1; a2 = – 1; δ = δ1 – δ2; δп = ± (|δ1,п| + |δ2,п|); P =1.
Итак, δп для произведения и частного одинаковы.

Объединяя наши четыре примера, можно сказать так:
для суммы и разности надо суммировать предельные значения абсолютных погрешностей, для произведения и частного – предельные значения относительных погрешностей.

Мы рассмотрели арифметическое суммирование при Р=1. При Р<1 применяют статистическое суммирование:
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где К зависит от задаваемого значения вероятности Р так же, как при прямых измерениях (таблица 3.1).
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