







Домашняя контрольная работа 
по теме «Ряд и интеграл Фурье»



Требования к решению и к оформлению:

· Работу подписывать: ФИО, группа, номер варианта.

· Указывать номер задания (например, 1а). 

Условие задания можно не переписывать только в том случае, если оно будет отражено в пунктах решения. 

· Решение должно быть внятным, полным, грамотно изложенным (черновые или запутанные записи к проверке не принимаются). Графические иллюстрации сходимости должны быть выполнены на компьютере и приложены к решению таким образом, чтобы было понятно, к какой задаче они относятся, что на них изображено и какой смысл изображения.

· Образец решения задачи 1 см. в конце файла.





Задача 1.

Дана функция [image: ].

1. Построить график функции [image: ] и график периодического продолжения функции [image: ] с промежутка [image: ] на всю числовую прямую.
Графики можно строить как вручную, так и в математическом пакете.

2. Составить для функции [image: ] ряд Фурье на промежутке [image: ].
Коэффициенты Фурье можно вычислять как вручную, так и в математическом пакете.

3. Провести теоретический анализ сходимости получившего ряда Фурье: 
3a.    Определить, чему равна сумма ряда [image: ] в каждой точке [image: ], построить график [image: ].
3b.    Составить разложение функции [image: ] в ряд Фурье с указанием области сходимости и вида сходимости (поточечная или равномерная).
3c.    Определить скорость равномерной сходимости (в случае ее наличия). 

4. Проиллюстрировать графически сходимость ряда Фурье: в одном из математических пакетов построить графики нескольких частичных сумм ряда Фурье и функции [image: ] (или ее периодического продолжения) на промежутке [image: ]; порядки частичных сумм [image: ] следует выбирать так, чтобы как можно нагляднее продемонстрировать сходимость. 




Варианты
	
	2. 
a)  [image: ]
b)  [image: ]
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	






Задача 2.

Дана функция [image: ] и число l. Построить график [image: ].

Составить для функции [image: ]
1. ряд Фурье по синусам и косинусам на промежутке [image: ];
2. ряд Фурье по синусам на промежутке [image: ];
3. ряд Фурье по косинусам на промежутке [image: ].
Коэффициенты Фурье можно вычислять как вручную, так и в математическом пакете.

Для каждого ряда:
· определить, к какому значению он сходится в каждой точке [image: ], т.е. записать формулу суммы ряда и построить ее график;
· указать, при каких значениях x ряд сходится к функции [image: ], т.е. справедливо соответствующее разложение;
· проиллюстрировать графически сходимость ряда Фурье: в одном из математических пакетов построить графики нескольких частичных сумм ряда и функции [image: ] (или ее периодического продолжения) на промежутке [image: ]; порядки частичных сумм следует выбирать так, чтобы как можно нагляднее продемонстрировать сходимость. 

Варианты
	
	
	2.
	[image: ]
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	










Образец решения задачи 1

Дана функция [image: ].

1. Построить график функции [image: ] и график периодического продолжения функции [image: ] с промежутка [image: ] на всю числовую прямую.
Графики можно строить как вручную, так и в математическом пакете.

2. Составить для функции [image: ] ряд Фурье на промежутке [image: ].
Коэффициенты Фурье можно вычислять как вручную, так и в математическом пакете.

3. Провести теоретический анализ сходимости получившего ряда Фурье: 
3a.    Определить, чему равна сумма ряда [image: ] в каждой точке [image: ], построить график [image: ].
3b.    Составить разложение функции [image: ] в ряд Фурье с указанием области сходимости и вида сходимости (поточечная или равномерная).
3c.    Определить скорость равномерной сходимости (в случае ее наличия). 

4. Проиллюстрировать графически сходимость ряда Фурье: в одном из математических пакетов построить графики нескольких частичных сумм ряда Фурье и функции [image: ] (или ее периодического продолжения) на промежутке [image: ]; порядки частичных сумм [image: ] следует выбирать так, чтобы как можно нагляднее продемонстрировать сходимость. 

a)  [image: ]           b) [image: ]          c) [image: ]

Образцы решения выполнены с использованием математического пакета Maple.


Решение a)   [image: ]

1. Построим графики функций [image: ] и [image: ] – периодического продолжения функции [image: ] с промежутка [image: ] на всю числовую прямую.

[bookmark: _gjdgxs][image: ]

[bookmark: _30j0zll][image: ]
2. Вычислим для функции [image: ] коэффициенты Фурье промежутке [image: ]. 
[image: ], [image: ];
[image: ], [image: ].

Cоставим для функции [image: ] ряд Фурье:
[image: ] .

3. Проведем теоретический анализ сходимости ряда Фурье.

3a. Сумма ряда.

Выполняются условия поточечной сходимости ряда Фурье: функции [image: ], [image: ] кусочно непрерывны на [image: ] (в данном случае они просто непрерывны). Ряд Фурье сходится в каждой точке [image: ] к значению 
[image: ].
График суммы ряда:

[bookmark: _1fob9te][image: ]



3b. Значения функции [image: ] и суммы ряда Фурье [image: ] совпадают только на промежутке [image: ]. Следовательно, имеется разложение:
[image: ].
Сходимость поточечная. Не выполняются условия равномерной сходимости: функция [image: ] не является непрерывной на R, так как [image: ].


4. Проиллюстрируем сходимость ряда Фурье графически, построив графики нескольких частичных сумм и функции [image: ] на промежутке [image: ].
[bookmark: _3znysh7][image: ]
[bookmark: _2et92p0][image: ]
[bookmark: _tyjcwt][image: ]
По графикам видна поточечная сходимость ряда Фурье к [image: ] на промежутке  [image: ], наблюдается эффект Гиббса на краях промежутка. 



Решение b)   [image: ]

1. Построим графики функций [image: ] и [image: ] – периодического продолжения функции [image: ] с промежутка [image: ] на всю числовую прямую.

[bookmark: _3dy6vkm][image: ]

[bookmark: _1t3h5sf][image: ]

2. Вычислим для функции [image: ] коэффициенты Фурье промежутке [image: ]. 
[image: ]
[image: ],  [image: ];
[image: ], [image: ].

Cоставим для функции [image: ] ряд Фурье:
[image: ] .

3.Проведем теоретический анализ сходимости ряда Фурье.

3a. Сумма ряда.

Выполняются условия поточечной сходимости ряда Фурье: функции [image: ], [image: ] кусочно непрерывны на [image: ]. Ряд Фурье сходится в каждой точке [image: ] к значению 
[image: ], так как функция [image: ] непрерывна.

График суммы ряда [image: ]совпадает с графиком [image: ] (см. выше).



3b. Значения функции [image: ] и суммы ряда Фурье [image: ]совпадают только на промежутке [image: ]. Следовательно, имеется разложение:
[image: ].
Выполняются условия равномерной сходимости: функция [image: ] непрерывна на R , так как функция [image: ] непрерывна на [image: ] и [image: ]. Сходимость ряда равномерная.

3c. Определим скорость равномерной сходимости по следующей оценке:

[image: ] непрерывна, [image: ] кусочно непрерывна на R  [image: ]   [image: ]
В данном случае [image: ], скорость сходимости минимальная: [image: ].

4. Проиллюстрируем сходимость ряда Фурье графически, построив графики нескольких частичных сумм и функции [image: ] на промежутке [image: ].
[bookmark: _4d34og8][image: ]
[bookmark: _2s8eyo1][image: ]
[bookmark: _17dp8vu][image: ]
По графикам видна равномерная сходимость ряда Фурье к [image: ] на промежутке  [image: ]. 
Решение c)   [image: ]

1. Построим графики функций [image: ] и [image: ] – периодического продолжения функции [image: ] с промежутка [image: ] на всю числовую прямую.
[bookmark: _3rdcrjn][image: ]

[bookmark: _26in1rg][image: ]

2. Вычислим для функции [image: ] коэффициенты Фурье промежутке [image: ]. 
[image: ]   [image: ],    [image: ],    [image: ].

Cоставим для функции [image: ] ряд Фурье:
[image: ] .

3. Проведем теоретический анализ сходимости ряда Фурье.

3a. Сумма ряда.

Выполняются условия поточечной сходимости ряда Фурье: функции [image: ], [image: ] кусочно непрерывны на [image: ]. Ряд Фурье сходится в каждой точке [image: ] к значению 
[image: ], так как функция [image: ] непрерывна.

График суммы ряда [image: ]совпадает с графиком [image: ] (см. выше).


3b. Значения функции [image: ] и суммы ряда Фурье [image: ]совпадают только на промежутке [image: ]. Следовательно, имеется разложение:
[image: ].
Выполняются условия равномерной сходимости: функция [image: ] непрерывна на R , так как функция [image: ] непрерывна на [image: ] и [image: ]. Сходимость ряда равномерная.

3c. Определим скорость равномерной сходимости по той же оценке, которая использовалась в пункте b).

Найдем показатель гладкости для периодического продолжения данной функции.
[image: ] непрерывна на [image: ], [image: ]  [image: ]  [image: ] непрерывна на R;
[image: ] непрерывна на [image: ], [image: ]  [image: ]  [image: ] непрерывна на R;
[image: ] непрерывна на [image: ], [image: ]  [image: ]  [image: ] непрерывна на R;

[image: ] непрерывна на [image: ], [image: ]  [image: ]  [image: ] кусочно непрерывна на R.

Значит, в данной случае [image: ] и скорость сходимости ряда Фурье выше, чем в пункте b):
[image: ].

4. Проиллюстрируем сходимость ряда Фурье графически, построив графики нескольких частичных сумм и функции [image: ] на промежутке [image: ].

[bookmark: _lnxbz9][image: ]
[bookmark: _35nkun2][image: ]
По графикам видна равномерная сходимость ряда Фурье к [image: ] на промежутке  [image: ], причем достаточно быстрая. Поскольку графики [image: ] и [image: ] на промежутке [image: ] визуально неразличимы, то нет смысла приводить графики частичных сумм более высокого порядка. 
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