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ЦЕПЯХ

Лекция № 27(18)
 Введение
В данной лекции рассмотрено разложение периодических несинусоидальных кривых в ряд Фурье геометрически правильной формы, а также кривых любой произвольной формы.
Показаны особенности расчета линейных цепей при несинусоидальных ЭДС. На любой из гармоник возможны резонансы токов или напряжений. Все токи и напряжения на любом участке схемы несинусоидальные. Приведены формулы для расчета действующих значений несинусоидальных токов и напряжений.
Подробно рассмотрены особенности расчета трехфазных цепей при наличии в несинусоидальных ЭДС гармоник, кратных трем. Приведены примеры расчета трехфазных и однофазных цепей при несинусоидальных ЭДС. 


9-1. Режимы работы электрических цепей, 
при которых возникают периодические несинусоидальные 
токи и напряжения
Периодические несинусоидальные токи и напряжения – это токи и напряжения, изменяющиеся во времени по периодическому закону.
Режимы: 1) Источник ЭДС или источник тока даёт несинусоидальную ЭДС или соответственно несинусоидальный ток, а все элементы цепи – резисторы, катушки индуктивности и конденсаторы – линейны, т.е. от величины тока не зависят.
	2) Источник ЭДС или тока даёт синусоидальную ЭДС или синусоидальный ток, но один или несколько элементов цепи нелинейны.
	3) Источник ЭДС или тока даёт несинусоидальную ЭДС или несинусоидальный ток, а в состав электрической цепи входят одно или несколько нелинейных сопротивлений.
	4) Источник ЭДС даёт постоянную или синусоидальную ЭДС, а один или несколько элементов цепи периодически изменяются во времени.
Далее рассматривается первый режим работы. 

До сих пор изучались линейные электрические цепи однофазного и трехфазного токов, в которых все ЭДС, токи и напряжения имели синусоидальную форму и изменялись с одинаковой частотой.
При разборе принципа генерирования синусоидальной ЭДС отмечалось, что для получения синусоидальной ЭДС в обмотке как явнополюсного так и неявнополюсного генератора стремятся получить синусоидальную форму распределения магнитной индукции в воздушном зазоре между статором и ротором. В действительности, однако, распределение магнитной индукции может отступать от синусоиды, вследствие чего ЭДС, наводимая генератором, может быть не точно синусоидальной. В цепях, содержащих нелинейные сопротивления, индуктивности или емкости (например, вентиль, электрическую дугу, катушку во стальным сердечником), даже при синусоидальных ЭДС возникают несинусоидальные токи и несинусоидальные напряжения. Электронные генераторы, применяемые в технике высоких частот, генерируют токи, которые в зависимости от режима работы электровакуумных и полупроводниковых приборов также могут в большей или меньшей степени отличаться от синусоидальных. По этим причинам, а также если источники синусоидальных ЭДС, присоединенные к цепи, имеют разные частоты, напряжения и токи в цепи оказываются несинусоидальными.
При передаче радиотелеграфных и телефонных сигналов встречаются кривые тока, которые на являются строго периодичными, но имеют периодически изменяющуюся огибающую со своим периодом и на малом интервале времени могут считаться синусоидальными. Их нельзя назвать периодическими, но они очень близки по своим свойствам к периодическим кривым и поэтому могут быть названы почти периодическими.
Примером почти периодической кривой является ток, протекающий через цепь репродуктора при передаче периодически изменяющегося звука. Знаменитый сигнал первого советского искусственного спутника Земли также является примером кривой с периодической огибающей.
Кроме указанных типов несинусоидальных кривых с явно выраженным периодом повторения мгновенных значений или огибающей, часто приходится иметь дело с непериодическими кривыми, т.е. кривыми, у которых нет периода повторения. Это кривые могут быть вполне определенными, как, например, при передаче одиночных импульсов, но могут быть и случайными, например в случае шумов и помех.
Во всех задачах, где приходится иметь дело со сложными несинусоидальными кривыми токов и напряжений, очень важно уметь свести сложную задачу к более простой и применить методы расчета более простых задач. 
Во многих электротехнических и радиотехнических устройствах несинусоидальный режим работы цепи является нормальным режимом. Особенно характерен такой режим для нелинейных цепей. Даже при синусоидальной ЭДС форма кривой тока может резко отличаться от синусоиды при наличии в цепи нелинейного элемента (электрической дуги, индукционной катушки с насыщенным ферромагнитным сердечником, полупроводникового прибора и т.д.).
Настоящее изложение посвящено исследованию и расчету периодических процессов в линейных электрических цепях, находящихся под воздействием несинусоидальных ЭДС. Электрические и магнитные величины в таких цепях представляют собой периодические несинусоидальные функции.
Явления, происходящие в линейной электрической цепи с периодической несинусоидальной ЭДС, проще всего поддаются исследованию, если эту ЭДС разложить на сумму постоянной составляющей и синусоидальных составляющих (называемых гармониками), затем уже на основе изученных методов расчета линейных электрических цепей определить токи и напряжения, вызванные каждой гармоникой ЭДС в отдельности, и, наконец, просуммировать соответствующие величины. Полученные таким образом токи и напряжения будут представлять собой периодические несинусоидальные функции времени, причем их период будет равен периоду заданной несинусоидальной ЭДС.
Кроме вычисления токов и напряжений в электрической цепи по заданной несинусоидальной ЭДС источника (или по заданному току источника тока), на практике может возникнуть необходимость выявления гармонического состава, или степени отклонения от синусоиды той или иной периодической функции времени, полученной, например, экспериментально в результате осциллографирования. В этом случае необходимо использовать графический метод разложения таких кривых в ряд Фурье.

9-2. Разложение периодической несинусоидальной кривой в ряд Фурье. Понятие о ряде Фурье
Всякая периодическая функция, удовлетворяющая условиям Дирихле, т.е. имеющая за период конечное число разрывов первого рода и конечное число максимумов и минимумов, может быть разложена в ряд Фурье:

  			     (9-1)	




Здесь – постоянная составляющая,  и  - амплитуды синусной и косинусной составляющей гармоники.

                                	               (9-2)

                                                                		     (9-3)

                                                       		     (9-4) 

                                       			      (9-5)

Так как

         	      (9-6)


где ,  ,                                                        (9-7)
то ряд Фурье может быть записан в другой форме:


(9-8)


Здесь  и                                             (9-9)






[bookmark: OLE_LINK1]где  – амплитудагармоники ряда Фурье,  – начальная фаза гармоники. Гармоники, для которых - нечётные, для которых - чётные.
 9-3. Свойства периодических кривых, обладающих 
симметрией
Разложение периодических кривых в ряд Фурье упрощается, если кривые обладают каким – либо видом симметрии.
Кривая рис. 9-1 обладает симметрией относительно оси абсцисс, если выполняется условие

	.                                                                       (9-10)














Рис. 9-1
















То есть если кривую сместить по оси  Х на полпериода и зеркально отразить относительно оси Х, то полученная в результате отражения кривая совпадает с кривой f(x).
В разложении таких кривых в ряд Фурье будут отсутствовать постоянная составляющая и чётные гармоники, т.е. 

.                                               (9-11)
Поэтому кривые, симметричные относительно оси абсцисс, содержат только нечётные гармоники

          (9-12)
или

	                            (9-13)
В общем виде ряд Фурье можно изобразить следующим образом:

	                                   (9-14)
Кривая рис. 9-2 обладает симметрией относительно оси ординат, если выполняется условие

								   (9-15)
		
   









Рис. 9-2 

Если кривую, лежащую левее оси ординат, зеркально отразить относительно оси ординат, то полученная в результате отражения кривая совпадёт с кривой, лежащей правее оси ординат.
В разложении таких кривых в ряд Фурье будут отсутствовать синусные составляющие:

	                                                                    (9-16)
Поэтому кривые, симметричные относительно оси ординат, будут содержать постоянную составляющую и все косинусные гармоники:

	                     (9-17)
или




	                                                            (9-18)
	

Кривая рис. 9-3 обладает симметрией относительно начала координат, если выполняется условие:        	  			   (9-19)	                                                                          
                        








Рис. 9-3

В разложении таких кривых в ряд Фурье будут отсутствовать постоянная составляющая и все косинусные гармоники:

		  	               	            	   (9-20)
Поэтому кривые, симметричные относительно начала координат, будут содержать все синусные гармоники:

	   			   (9-21)
или

	 				                    		   (9-22)
 9-4. Аналитический способ разложения в ряд Фурье 
периодических кривых, имеющих в пределах периода 
несколько аналитических выражений

Например, на рис. 9-4 видно, что данная периодическая кривая в пределах периода Т имеет три аналитических выражения:


























Рис. 9-4



Расчёт коэффициентов ряда Фурье в этом случае производится по следующим формулам:

  	          (9-23)

   (9-24)


                                                                                  (9-25)
Как и раньше


				                    (9-26)
А обратный переход производится по формулам:


		      	         		         	          (9-27)

Если периодическая кривая симметрична относительно оси абсцисс или начала координат, как например, кривые на рис. 9-1 и рис. 9-3, то формулы (9-23)(9-25) принимают вид:

								            	          (9-28)

							         (9-29)


							         (9-30)
При полной симметрии, т.е. если кривая симметрична относительно оси абсцисс, и, кроме того, симметрична относительно оси, проходящей через середину между точками пересечения кривой осью абсцисс (см. рис. 9-5), то формулы принимают вид:

								 	         (9-31)

							         (9-32)

						         (9-33)



	












Рис. 9-5
Т


 9-5. Разложение в ряд Фурье кривых геометрически 
правильной формы

Такие кривые очень часто встречаются на практике у инженеров электротехнических специальностей. На рис. 9-6 показана прямоугольная кривая, обладающая симметрией относительно оси абсцисс и начала координат. Кроме того, эта кривая обладает полной симметрией.























Рис. 9-6








При разложении в ряд Фурье она будет содержать нечётные синусные гармоники.



				







      
    Таким образом, разложение кривой рис. 6 в ряд Фурье, будет выглядеть следующим образом:

				             (9-37)
Ниже приводятся разложения в ряд Фурье наиболее часто встречающихся кривых геометрически правильной формы. Вывод коэффициентов ряда Фурье производится аналогично выше рассмотренному.



 















Рис. 9-7




На рис. 9-7 показана кривая, обладающая симметрией относительно оси абсцисс и оси ординат. Эта кривая обладает также полной симметрией. При разложении в ряд Фурье она будет содержать нечетные косинусные гармоники, постоянная составляющая и нечетные синусные гармоники будут отсутствовать.


 

    	   (9-38)

	   (9-39)

	   (9-40)

	   (9-41)

Разложение кривой рис. 9-7 в ряд Фурье будет выглядеть следующим образом:

		      	   (9-42)







			









Рис. 9-8













Рис. 8


На рис. 9-8 показана кривая, обладающая симметрией относительно оси абсцисс и начала координат. Эта кривая обладает также полной симметрией. При разложении в ряд Фурье она будет содержать нечетные синусные гармоники. Постоянная составляющая и нечетные косинусные гармоники будут отсутствовать:


 





Эта кривая более сложная, чем ранее рассмотренные. Она составлена из отрезков двух прямых. На участке от 0 до  это прямая линия, проходящая через начало координат. Уравнение этой прямой   На участке от  до  это прямая линия, параллельная оси абсцисс. Уравнение этой прямой  Поэтому для нахождения амплитуды первой синусной гармоники следует учесть оба участка:

				   (9-43)	
Первый интеграл в выражении (9-43) будем брать по частям, а второй интеграл простой, он берется сразу. Отдельно возьмем первый интеграл:



Примем .			   (9-44)

			   (9-45)

			   (9-46)
Подставим (45) и (46) в (43):

		   (9-47)
Аналогично найдем амплитуду третьей синусной гармоники:

				   (9-48)


Примем .		   (9-49)

	   (9-50)

	   (9-51)
Подставив (9-50) и (9-51) в (9-48), получим:

	   (9-52)

Аналогично найдем амплитуду пятой гармоники:


				

				   (9-53)

Примем 		   (9-54)

  (9-55)

 (9-56)
Подставив (9-55) и (9-56) в (953), получим:


  (9-57)

Легко подметить закономерность в написании амплитуд следующих нечетных синусных гармоник. Например, 

.								   (9-58)
Таким образом, разложение несинусоидальной кривой рис. 8 в ряд Фурье будет выглядеть следующим образом:

				   (9-59)
	

Рис. 9-9





   










Рис. 9

Кривая на рис. 9-9 обладает симметрией относительно оси абсцисс и начала координат. Она также обладает полной симметрией.
При разложении в ряд Фурье она будет содержать нечетные синусные гармоники. Постоянная составляющая и нечетные косинусные гармоники будут отсутствовать:


 


На участке   кривая представляет собой прямую линию, проходящую через начало координат. Уравнение этой прямой 
Найдем амплитуду первой синусной гармоники:

				   (9-60)

Примем 			   (9-61)

			   (9-62)

Подставив (9-62) в (9-60), получим:

										   (9-63)

Аналогично найдем амплитуду третьей синусной гармоники:


			   (9-64)

Примем 		   (9-65)

	   (9-66)
Подставив (9-66) в (9-64), получим:

									   (9-67)
Аналогично найдем амплитуду пятой синусной гармоники:


			   (9-68)

Примем 		   (9-69)

(9-70)
Подставив (9-70) в (9-68), получим:

									   (9-71)
И здесь легко подметить закономерность в написании амплитуд следующих нечетных синусных гармоник. Например, 

									   (9-72)
Таким образом, разложение несинусоидальной кривой рис. 9 в ряд Фурье будет выглядеть следующим образом:

.              (9-73)
 9-6. Разложение в ряд Фурье кривых геометрически правильной формы с другими начальными фазами

В задании может быть задана несинусоидальная кривая с любой начальной фазой. Например, на рис. 9-10 показана одна из таких кривых. 
Рис. 9-10





















Данная кривая смещена на минус относительно кривой рис. 9-9. Легко можно воспользоваться готовым разложением в ряд Фурье (9-40), введя эту
фазу во все гармоники. Только необходимо учесть, что в одном полупериоде первой гармоники умещается три полупериода третьей гармоники, пять полупериодов пятой гармоники и так далее. Поэтому разложение в ряд Фурье кривой на рис. 9-10 можно записать следующим образом:



	Кривая рис. 9-10 симметрична относительно оси абсцисс и оси ординат, поэтому при разложении в ряд Фурье она будет содержать нечетные косинусные гармоники, что автоматически и получилось в выражении (9-74). 
	Аналогично можно поступать со всеми кривыми при наличии смещения их на любую величину относительно выше приведенных кривых. Вторая группа кривых включает в себя кривые произвольной геометрически неправильной формы, которые чаще всего задаются в виде графика.
 9-7. Графоаналитический метод определения гармоник ряда Фурье


Метод основан на замене определённого интеграла суммой конечного числа слагаемых. С этой целью период функции , равный 2π, разбивают на n равных частей 

										   (9-75)
a далее заменяют интегралы суммами.
По определению постоянная составляющая

 	   (9-76)
или

				 				   (9-77)



где р – текущий индекс; он пробегает значения от 1 до n; – значение функции  при значении
	

Амплитуда синусной составляющей гармоники ряда

	         (9-78)
или

						 	   (9-79)

Амплитуда косинусной составляющей гармоники ряда

				 			   (9-80)





Здесь  и  – соответственно значения функций  и  при 

При расчётах по формулам (9-77), (9-79), (9-80) обычно достаточно разделить период на или 18 частей, а в некоторых случаях даже и на меньшее число частей.





Перед тем как производить графическое разложение в ряд, необходимо выяснить, не обладает ли раскладываемая функция симметрией относительно осей координат. Наличие того или иного вида симметрии позволяет до проведения разложения предсказать, какие гармоники следует ожидать. Так, если криваясимметрична относительно оси абсцисс, то постоянная составляющая и все чётные гармоники отсутствуют, а при вычислении  и  при нечётных k следует учесть, что значение суммы  за первый полупериод равно значению суммы  за второй полупериод.





Знак углов  в формуле (9-8) зависит от знаков  и. При построении гармоник на общем графике необходимо учитывать, что масштаб по оси абсцисс для гармоники должен быть взят в  раз большим, чем для первой гармоники.


Так, например, если некоторый отрезок по оси абсцисс для первой гармоники выражает собой угол , то тот же отрезок для третьей гармоники выражает собой угол в три раза больший, т.е. 
Рассмотрим пример.

[image: ]Рис. 9-11



Найти первую и третью гармоники функции, изображенной на 


рис. 9-11. Значения ординат функцииза первый полупериод при разбивке периода на части следующие:

	

	1
	2
	3
	4
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	7
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Так как кривая симметрична относительно оси абсцисс, то  и  т.е. ряд будет состоять только из нечётных синусных гармоник

 .




Амплитуда синусной составляющей первой гармоники


	

Амплитуда косинусной составляющей первой гармоники





Амплитуда синусной составляющей третьей гармоники



Амплитуда косинусной составляющей третьей гармоники

	

Амплитуда первой гармоники ряда




Тангенс угла , на который начало первой гармоники смещено по отношению к началу кривой:

	
	
Амплитуда третьей гармоники




	
Следовательно, если ограничиться третьей гармоникой, то ряд Фурье будет выглядеть:

	

[image: ]Рис. 9-12


На рис. 9-12 изображены первая и третья гармоники полученного ряда, а также результирующая кривая.
Результирующая кривая будет лучше приближаться к исходной, чем больше гармоник будет содержать ряд Фурье.






Несколько более точные результаты будут получены, если под , ,  понимать значения перечисленных функций не в конце, а в середине интервала, т.е. не при  а при 
 9-8. Расчет токов и напряжений при несинусоидальных ЭДС

Согласно принципу наложения мгновенное значение тока любой ветви равно сумме мгновенных значений токов отдельных гармоник. Аналогично, мгновенное значение напряжения на любом участке схемы равно сумме мгновенных значений напряжений отдельных гармоник на этом участке. Расчёт производится для каждой из гармоник в отдельности с помощью методов, известных из первой части курса ТОЭ.
Сначала производится расчёт токов и напряжений от действия постоянной составляющей ЭДС. После этого производится расчёт токов и напряжений от действия первой гармоники ЭДС, затем от второй гармоники ЭДС, от третьей и т.д.


При расчёте токов и напряжений от постоянной составляющей ЭДС необходимо иметь в виду, что падение напряжения на катушке индуктивности  от постоянного тока равно нулю, а также следует иметь в виду, что постоянный ток через конденсатор  не проходит.




При расчёте необходимо учитывать, что индуктивное сопротивление растёт прямо пропорционально частоте, поэтому индуктивное сопротивление для гармоники  враз больше, чем индуктивное сопротивление для первой гармоники:

 							     (9-81)




Ёмкостное сопротивление для гармоникивраз меньше, чем емкостное сопротивление  для первой гармоники:

			   (9-82)
Для каждой из гармоник может быть построена своя векторная диаграмма. Однако следует иметь в виду, что откладывать на векторной диаграмме токи и падения напряжения различных частот и, тем более, векторно складывать токи различных частот и векторно складывать падения напряжения различных частот недопустимо, поскольку угловые скорости вращения векторов различных частот неодинаковы.
Активные сопротивления резисторов, если частоты не очень велики, полагают от частоты не зависящими. 
 9-9. Резонанс при несинусоидальных токах
Как известно из первой части курса ТОЭ, при резонансе ток на входе цепи совпадает по фазе с действующей на входе ЭДС.
Если воздействующая ЭДС несинусоидальна, то в электрической цепи могут возникнуть резонансные режимы не только на первой гармонике, но и на высших гармониках.



Условимся под резонансом на гармонике понимать такой режим работы, при котором ток гармоники на входе цепи по фазе совпадает с гармоникой действующей на входе ЭДС. При этом токи остальных гармоник не совпадают по фазе с вызвавшими их ЭДС.
Если учитывать активные сопротивления катушек индуктивностей, то условие возникновения резонанса для какой-либо гармоники заключается в том, что реактивная составляющая входного сопротивления для этой гармоники должна быть равна нулю.
Исследование резонансных явлений при несинусоидальных токах часто производят, полагая активные сопротивления индуктивных катушек равными нулю.
В последнем случае входное сопротивление при резонансе токов равно бесконечности, а входное сопротивление при резонансе напряжений равно нулю. 
Обратим внимание на то, что при возникновении резонансного режима на какой-либо высшей гармонике токи и напряжения этой гармоники могут оказаться большими, чем токи  и напряжения первой гармоники на тех же участках цепи, несмотря на то, что амплитуда соответствующей высшей гармоники ЭДС на входе схемы может быть в несколько раз меньше амплитуды первой гармоники ЭДС.
 9-10. Действующее и среднее значения несинусоидальных 
периодических функций


Как известно, квадрат действующего значения тока  выражается через мгновенное значение тока следующим образом:

									   (9-83)
Если ток

	 , то



Но

				    (9-84)
Поэтому

	
или

	 .      			          	   (9-85)





Так как амплитуда гармоники тока  в  раз больше действующего значения гармоники , то

							   	   (9-86)
и

	 . 						   (9-87)

Действующее значение несинусоидального тока равно квадратному корню из суммы квадратов постоянной составляющей тока и действующих значений отдельных гармоник. От сдвига фаз  действующее значение не зависит.

Аналогично определяется действующее значение  несинусоидального напряжения:

 	 .					             (9-88)
Под средним по модулю значением несинусоидальной функции понимается среднее значение, определяемое следующим образом:

 				      	   (9-89)

В отличие от действующего значения оно зависит от углов .



Если за начало отсчёта времени принять момент прохождения через нуль первой гармоники тока и учесть, что начало гармоники тока смещено по отношению к началу первой гармоники на угол , то для кривых , не содержащих постоянной составляющей и чётных гармоник, т.е. симметричных относительно оси абсцисс, после интегрирования получим:

	   (9-90)



где  – угол, при котором принимает нулевое значение (предполагается, что за полпериода  не меняет знака).
 9-11. Измерение величин в цепях с несинусоидальными 
периодическими ЭДС и токами
Несинусоидальные токи и напряжения могут измеряться приборами различных систем.
Приборы электромагнитной, электродинамической и тепловой систем реагируют на действующее значение, магнитоэлектрические приборы с выпрямителем – на среднее по модулю значение величины, магнитоэлектрические без выпрямителя – на постоянную составляющую, амплитудные электронные вольтметры – на максимальное значение функции.
На лицевой стороне прибора всегда имеется значок, свидетельствующий о том, какой системы данный прибор.
[image: ] Iср
 по модулю




Если с помощью соответствующих приборов измерить амплитудное  действующее  и среднее по модулю  значения несинусоидального периодического тока, то можно найти коэффициент амплитуды:

					 					   (9-91)
и коэффициент формы

									  	   (9-92)


Вспомним, что для синусоидального периодического тока  и 




Отличие  от  и  от  даёт возможность судить, насколько данный несинусоидальный ток отличается от синусоидального. 
 9-12. Активная и полная мощности несинусоидального тока

Под активной мощностью  несинусоидального тока понимают среднее значение мгновенной мощности за период первой гармоники:

				 			               (9-93)


Если представить напряжение и ток  рядами Фурье:


подставить эти ряды под знак интеграла и проинтегрировать, то получим:	

	     	   (9-94)
Активная мощность несинусоидального тока равна сумме активных мощностей отдельных гармоник.

Полная мощность равна произведению действующего значения несинусоидального напряжения на действующее значение несинусоидального тока:

 	                                                                   	             (9-95)


где   
 9-13. Замена несинусоидальных токов и напряжений
 эквивалентными синусоидальными
Замена производится таким образом, что действующее значение эквивалентного синусоидального тока принимают равным действующему значению несинусоидального тока 

                                   	             (9-96)
а действующее значение эквивалентного синусоидального напряжения берется равным действующему значению несинусоидального напряжения

                                         	  (9-97)

Угол сдвига фаз  между эквивалентными синусоидами напряжения и тока берется таким, чтобы активная мощность эквивалентного синусоидального тока была равна активной мощности несинусоидального тока:

                                                                             	   (9-98)

 9-14. Высшие гармоники в трехфазных цепях


Пусть ЭДС фазы  имеет следующий вид:

















Данная кривая симметрична относительно оси абсцисс и начала координат. Поэтому разложение в ряд Фурье будет содержать все нечетные синусные гармоники:








Рис. 9-13



                  (9-99)







ЭДС  и повторяют по форме ЭДС , но отстает, а опережает на  т.е. на одну треть периода.


Пусть, например, гармоника фазы   имеет вид:

.                                                                      (9-100)







Тогда гармоника фазы  отстает от  на , а гармоника фазы  опережает ее на .

 	 (9-101)

    (9-102)

Здесь 	                                (9-103)






Если принять  то комплексы ЭДС этих гармоник фазы  будут отставать на  а комплексы ЭДС гармоник фазы  будут опережать на  комплексы ЭДС гармоник фазы .
[image: ]Рис. 9-14

Рис. 9-15
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То есть гармоники фазных ЭДС образуют систему прямой последовательности чередования фаз (рис. 9-14).

Если принять  то гармоники фазных ЭДС образуют систему обратной последовательности чередования фаз (рис. 9-15).

Если же принять то гармоники фазных ЭДС образуют систему нулевой последовательности чередования фаз (рис. 9-16).















Рис. 9-16











Используя вышесказанное, запишем выражения для несинусоидальных ЭДС всех трех фаз, если ЭДС фазы  после разложения в ряд Фурье имеет вид:


9-15. Особенности работы трехфазных цепей, 
вызываемые гармониками, кратными трем
1. При соединении обмоток трехфазного генератора или трехфазного трансформатора в треугольник (рис. 9-17,а) по ним будут протекать токи гармоник, кратных трем, даже при отсутствии внешней нагрузки.

     A
B
C


















m
n













		       а)							б)
					Рис. 9-17

Векторная сумма третьих гармоник ЭДС в треугольнике равна , так как все три фазные ЭДС нулевой последовательности направлены одинаково, т.е. совпадают по фазе.

.                                                               (9-104)

Фазные ЭДС гармоник прямой и обратной последовательностей чередования фаз образуют симметричные системы векторов, т.е. равные по величине, но сдвинутые на одна относительно другой. Векторная сумма векторов симметричной системы всегда равна нулю (рис. 9-18).


[image: ]Рис. 9-18


Поэтому при сложении в треугольнике векторов фазных ЭДС прямой и обратной последовательностей получается ноль и токи гармоник прямой и обратной последовательностей по замкнутому треугольнику протекать не будут. А  будут протекать токи гармоник нулевой последовательности чередования фаз, т.е. кратные трем.
Обозначим сопротивление обмотки каждой фазы для третьей гармоники через [image: ], тогда ток третьей гармоники в треугольнике равен:

                                                                          (9-105)
Аналогично ток шестой гармоники 

                                                      	           (9-106)


где - действующее значение шестой гармоники фазной ЭДС;  -  сопротивление фазы для шестой гармоники.
Действующее значение тока, протекающему по замкнутому треугольнику в схеме рис. 9-17,а равно:

                                                              (9-107)

2. Если соединить обмотки трехфазного генератора или трехфазного трансформатора в открытый треугольник (рис. 9-17,б), то при наличии в фазных ЭДС гармоник, кратных трем, на зажимахбудет напряжение, равное сумме ЭДС гармоник, кратных трем.

                (9-108)
Показание вольтметра в схеме рис. 1 – 17,б:

                                                    (9-109)
3. В линейном напряжении вне зависимости от того, звездой или треугольником соединены обмотки генератора или трансформатора, гармоники кратные трем отсутствуют. 
Докажем это свойство для случая холостого хода генератора или трансформатора, т.е. когда внешняя нагрузка отсутствует. Однако это свойство справедливо и при наличии нагрузки.




Рассмотрим сначала схему соединения треугольником (рис. 9-17,а). Обозначим через - комплексный потенциал точкии - комплексный потенциал точки  по третьей гармонике. Тогда


                                                           	 (9-110)



Но , следовательно,  и 
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O







Рис. 9-19

При соединении в звезду (рис. 9-19) линейное напряжение третьей гармоники равно разности соответствующих фазных напряжений. Так как третьи гармоники в фазных напряжениях совпадают по фазе 

, 							 (9-111)
то при определении линейного напряжения получается ноль:

                                                                (9-112)
В фазном напряжении могут присутствовать все гармоники. Поэтому действующее значение фазного напряжения при отсутствии постоянной составляющей равно:

                                                (9-113)
В линейном напряжении схемы рис.19 отсутствуют гармоники, кратные трем, поэтому:

                                                (9-114)

Отношение , если есть гармоники, кратные трем в фазном напряжении.
4. При соединении генератора и равномерной нагрузки в звезду и отсутствии нулевого провода токи гармоник кратных трем не могут протекать по линейным проводам, так как по любому контуру сумма ЭДС равна нулю.


Между нулевыми точками генератора  и нагрузки  будет действовать напряжение гармоник кратных трем:

               (9-115)
Действующее значение его равно:

                                          	            (9-116)
5. В сxеме звезда-звезда с нулевым проводом при равномерной нагрузке фаз и в линейных проводах и в нулевом проводе будут протекать токи гармоник, кратных трем.

Изобразим схему для третьей гармоники.


Рис. 9-20








































По первому закону Кирхгофа:

                                                                 	 (9-117)
Но при равномерной нагрузке:

                                                                        	 (9-118)


Отсюда                                                  	 (9-119)
По второму закону Кирхгофа:

                       	                                (9-120)

Отсюда                                                                 (9-121)
9-16. Примеры расчетов
 Расчет трехфазных цепей, находящихся 
под воздействием несинусоидальных ЭДС
Расчет производится поочередно для каждой из гармоник при помощи приемов, известных из первой части курса ТОЭ.
При расчете следует учитывать, что на любой гармонике возможен резонанс напряжений или токов.

Рассмотрим на примере.



Рис. 9-21
















Пусть ЭДС  несинусоидальная и имеет вид как на рис. 9-6.
В расчете будем учитывать четыре гармоники ряда Фурье:

	 (9-122)


Расчет по первой гармонике



Поскольку нагрузка равномерная, то  , а линейные токи  образуют симметричную систему. Ток нулевого провода будет равен нулю: .	
Найдем сопротивление фазы нагрузки и нулевого провода по первой гармонике:




Запишем фазные ЭДС генератора по первой гармонике:



Теперь рассчитываем первые гармоники линейных токов :



Найдем падение напряжения на конденсаторе :



Расчет по третьей гармонике

Запишем фазные ЭДС генератора по третьей гармонике:


Они образуют нулевую последовательность чередования фаз, т.е. все три фазных ЭДС совпадают по фазе и имеют одинаковую величину.
Рассчитаем сопротивление фазы нагрузки и нулевого провода по третьей гармонике:




В схеме звезда-звезда с нулевым проводом по линейным проводам и по нулевому проводу будут протекать третьи гармоники токов.
Вначале найдем ток нулевого провода, используя пятую особенность работы трехфазных цепей при наличии в фазных ЭДС гармоник кратных трем:

 


Во всех линейных проводах протекает ток, равный одной трети тока нулевого провода, так как  и .



Найдем третью гармонику падения напряжения на конденсаторе :



Расчет по пятой гармонике

Запишем фазные ЭДС генератора по пятой гармонике:





Они образуют обратную последовательность чередования фаз, при этом ЭДС фазы опережает, а ЭДС фазы отстает на 120˚ от ЭДС фазы .
Рассчитываем сопротивление фазы нагрузки и нулевого провода по пятой гармонике:






Нагрузка равномерная, поэтому ,.

Рассчитываем пятые гармоники линейных токов , которые образуют симметричную систему:



Найдем пятую гармонику падения напряжения на конденсаторе :



Расчет по седьмой гармонике

Запишем фазные ЭДС генератора по седьмой гармонике:

 
Они образуют прямую последовательность чередования фаз.
Рассчитаем сопротивление фазы нагрузки и нулевого провода по седьмой гармонике:






Нагрузка равномерная, поэтому  и .

Рассчитываем седьмые гармоники линейных токов , которые образуют симметричную систему:



Рассчитаем седьмую гармонику падения напряжения на конденсаторе :



Расчет показаний приборов электромагнитной системы


Вначале запишем мгновенное значение линейного тока фазы ; который будет содержать первую, третью, пятую и седьмую гармоники:

	
Приборы электромагнитной системы реагируют на действующее значение несинусоидального тока (амперметры) и на действующее значение несинусоидального напряжения (вольтметры).

Найдем показание первого амперметра, который будет измерять действующее значение несинусоидального тока фазы . Как известно, действующее значение несинусоидального тока равно корню квадратному из суммы квадратов действующих значений отдельных гармоник:

По нулевому проводу будет протекать только ток третьей гармоники:


Второй амперметр будет измерять действующее значение тока нулевого провода:



Первый вольтметр реагирует на действующее значение несинусоидального напряжения  .


Показание первого вольтметра будет:


Действующее значение несинусоидального напряжения равно корню квадратному из суммы квадратов действующих значений напряжений отдельных гармоник. 

Второй вольтметр реагирует на линейное напряжение , в котором будет отсутствовать третья гармоника. Поэтому показание второго вольтметра можно рассчитать следующим образом:

Отсюда видно, что 

,

т.е. при наличии в фазных ЭДС генератора третьей гармоники отношение линейного напряжения к фазному меньше .


Четвертый вольтметр показывает действующее значение несинусоидального напряжения , которое как и линейный ток  содержит первую, третью, пятую и седьмую гармоники.


Показание четвертого вольтметра будет:



Третий вольтметр реагирует на линейное напряжение  на нагрузке, в котором будет отсутствовать третья гармоника.
Показание третьего вольтметра:


На этом расчет трехфазной цепи при несинусоидальных ЭДС генератора заканчивается.
Чтобы успешно рассчитывать трехфазные цепи при несинусоидальных ЭДС генератора, нужно студентам прежде всего тщательно изучить все пять особенностей работы трехфазных цепей при наличии в фазных ЭДС генератора гармоник, кратных трем.
В схеме звезда-звезда без нулевого провода по линейным проводам не могут протекать токи гармоник, кратных трем, так как по любому контуру сумма ЭДС равна нулю. Поэтому падение напряжения на любом элементе также не будет содержать третьей гармоники.
Но в данной схеме между нулевыми точками генератора и нагрузки возникает напряжение гармоник, кратных трем.
Обычно затруднение у студентов вызывает расчет по третьей гармонике.
 Расчет однофазной цепи, находящейся под воздействием несинусоидальной ЭДС

И здесь расчет производится поочередно для каждой из гармоник. При расчете следует учитывать, что на любой гармонике возможен резонанс токов или напряжений.



Условимся первой цифрой в индексе тока обозначать номер тока, а второй цифрой – номер гармоники.  Например,  это постоянная составляющая, первая, вторая и третья гармоники первого тока. Аналогичное обозначение и для напряжений. Например,  это постоянная составляющая, первая, вторая и третья гармоники несинусоидального напряжения . При расчете от постоянной составляющей ЭДС следует учитывать, что постоянный ток в установившемся режиме через конденсатор не протекает. Это можно объяснить двумя способами. 






Ток через конденсатор равен . Поскольку , то производная от постоянной величины дает ноль и . C другой стороны, емкостное сопротивление . Для постоянного тока , а , то есть представляет разрыв для цепи постоянного тока.


Напряжение на катушке индуктивности . Так как , то производная от постоянной величины дает ноль и напряжение на катушке индуктивности от постоянного тока равно нулю.
В схеме рис. 9-22 несинусоидальная ЭДС 

. 


Известны все реактивные сопротивления по первой гармонике  и сопротивление резистора .





Найти мгновенные значения токов  и мгновенное значение напряжения . Определить показания приборов электродинамической системы. Найти активную , реактивную  и полную  мощности.

Рис. 9-22
































Расчет по постоянной составляющей


Токи во второй и четвертой ветвях равны нулю, так как там включены конденсаторы , представляющие разрыв для установившегося постоянного тока.






По первой, третьей и пятой ветвям протекает один и тот же ток, который легко рассчитывается, поделив постоянную составляющую  на суммарное сопротивление контура :


Напряжение на участке «ab» будет: 


Расчет по первой гармонике
Комплекс действующего значения первой гармоники несинусоидальной ЭДС будет:



Реактивные индуктивное и емкостное сопротивления во второй и третьей ветвях равны: . Это означает, что во второй и третьей ветвях возникает резонанс токов. Найдем сопротивление параллельно включенных второй и третьей ветвей:




То есть возникает разрыв в цепи, поэтому . И первая гармоника  прикладывается к точкам «d» и «a» схемы рис. 22. Во второй и третьей ветвях возникают токи:







Видно, что эти токи равны по величине и противоположны по фазе, поэтому их векторная сумма равна нулю, а это и есть ток в неразветвленной части схемы. Поскольку токи равен нулю, то и напряжение на зажимах «a» и «b» также будет равно нулю: .
Расчет по третьей гармонике

Комплекс действующего значения третьей гармоники несинусоидальной ЭДС равен: 


Найдем реактивные сопротивления в четвертой ветви по третьей гармонике. Индуктивные сопротивления увеличиваются, а емкостные уменьшаются в три раза:


Реактивное сопротивление четвертой ветви становится равным нулю:


В четвертой ветви возникает резонанс напряжений. Точки «a» и «b» схемы закорачиваются, и в пятой ветви ток протекать не будет. Напряжение на зажимах «a» и «b» также будет равно нулю.


В первой и четвертой ветвях будет протекать один и тот же ток, который можно найти по закону Ома


Теперь найдем сопротивление между точками «d» и «a» схемы:


Далее найдет напряжение между указанными выше точками:



Находим токи  :




Для проверки сложим только что найденные токи:



Расчет правильный, потому что в результате сложения получилось точное значение тока в первой ветви.
Расчет по пятой гармонике.

Комплекс действующего значения пятой гармоники несинусоидальной ЭДС равен: 


Теперь найдем комплексное сопротивление между точками «d» и «a» схемы:


Аналогично найдем комплексное сопротивление между точками «a» и «b» схемы:



Теперь найдем ток :


Далее найдем напряжение точками «d» и «a» схемы:



А теперь можно найти токи  :




Для проверки сложим только что найденные токи:



Расчет верный, потому что в результате сложения получилось точное значение тока в первой ветви.
Найдем напряжение точками «a» и «b» схемы:



И теперь найдем токи :





Опять проверим первый закон Кирхгоффа :



Расчет правильный, потому что в результате сложения получилось точное значение тока .

Теперь запишем мгновенные значения всех токов и напряжения  :











Амперметры и вольтметры электродинамической системы реагируют на действующее значение несинусоидального тока или несинусоидального напряжения. Действующее значение несинусоидальной величины равно корню квадратному из суммы квадратов действующих значений всех гармоник и постоянной составляющей.
Поэтому показания приборов, указанных на схеме, будут равны:














Источник несинусоидальной ЭДС включен в первую ветвь. Для удобства запишем рядом несинусоидальную ЭДС  и несинусоидальный ток :


Активная мощность от протекания несинусоидального тока равна мощности от протекания постоянной составляющей первого тока плюс активные мощности от протекания третьей и пятой гармоник первого тока:


Реактивная мощность равна сумме реактивных мощностей от протекания третьей и пятой гармоник первого тока:

Полная мощность равна корню квадратному из суммы квадратов активной и реактивной мощностей:



В заключение на рис. 9-23 представлен график несинусоидального тока , содержащего первую, третью и пятую гармоники:



Рис. 9-23


На рис. 9-23 изображены в масштабе все гармоники со своими начальными фазами и их сумма, то есть несинусоидальный ток .
Первая гармоника второго тока имеет фазу плюс 90 градусов и амплитуду тока 2,828 А. Она изображается на графике рис. 9-23 пунктирной
линией в виде косинусоиды. Для наглядности изображены два периода первой гармоники.
При откладывании фаз высших гармоник следует учитывать, что в одном полупериоде первой гармоники умещается три полупериода третьей гармоники, пять полупериодов пятой и т.д. Поэтому, если например, первая гармоника имеет сдвиг 30 градусов, то для третьей гармоники это будет 90 градусов, для пятой – 150 градусов и т.д.
На графике рис. 9-23 третья гармоника имеет фазу плюс 149,37 градуса и амплитуду 2,079 А. Она обозначена штриховой линией. Сдвиг по фазе равен примерно пять шестых от полупериода третьей гармоники. Это соответствует сдвигу влево на указанную величину.
Пятая гармоника на графике рис. 9-23 имеет фазу минус 64,59 градуса и амплитуду 0,854 А. Она изображена сплошной линией. Этот сдвиг по фазе означает сдвиг вправо на графике на величину чуть больше трети полупериода пятой гармоники.
Графическое сложение первой, третьей и пятой гармоник и дают изображение несинусоидального тока второй ветви, что на графике рис. 9-23 отмечено сплошной жирной линией. Из графика также видно, что это периодическая кривая с четко повторяющейся конфигурацией через период первой гармоники.
В данном методическом пособии не учитывалась зависимость активного сопротивления резисторов от частоты. На самом деле такая зависимость существует. Однако на низких частотах, примерно до 1000 Гц, можно не учитывать зависимость активного сопротивления  резисторов от частоты. На высоких частотах за счет поверхностного эффекта происходит вытеснение токов к поверхности. Получается как бы уменьшение сечения проводника и, соответственно, увеличение сопротивления. И чем выше частота, тем сильнее сказывается поверхностный эффект.
Следует отметить различную роль катушек индуктивности и конденсаторов в искажении кривых тока и напряжения. Индуктивное сопротивление катушек индуктивности возрастает с увеличением частоты. Поэтому амплитуды токов высших гармоник будут много меньше амплитуды тока первой гармоники, если в схеме только катушки индуктивности и резисторы. Отсюда ясно, что влияние высших гармоник на искажение кривых тока и напряжения будет незначительным.
Если же в схеме будут одни конденсаторы, то их влияние оказывается очень сильным. Реактивное сопротивление конденсаторов обратно пропорционально частоте. Поэтому высшие гармоники ЭДС, даже если их амплитуда составляет незначительную долю амплитуды первой гармоники, могут вызвать токи высших гармоник в конденсаторах, соизмеримые с током первой гармоники и даже его превышающие. Другими словами, влияние конденсаторов на искажение кривых тока и напряжения очень велико. Отсюда ясно, что ток в конденсаторах может быть резко несинусоидальным за счет высших гармоник.
В заключение можно отметить, что если несинусоидальная ЭДС представлена в виде суммы постоянной и гармонических составляющих, то источник несинусоидальной ЭДС можно рассматривать как последовательное соединение источника постоянной ЭДС и источников синусоидальных ЭДС с различными частотами. Применяя принцип наложения и рассматривая действие каждой из составляющих ЭДС в отдельности, можно найти составляющие токов во всех участках цепи. Мгновенное значение тока в каждой ветви равно сумме мгновенных значений составляющих токов.
Таким образом, расчет линейной цепи с несинусоидальными ЭДС сводится к решению n задач с синусоидальными ЭДС, где n – число гармонических составляющих ЭДС различных частот, и одной задачи с постоянными ЭДС.
Если к цепи подводится несинусоидальный ток, содержащий постоянную составляющую и гармонические составляющие разных частот, то источник такого тока действует подобно параллельному соединению нескольких источников синусоидального тока разных частот и одного источника постоянного тока. Применяя принцип наложения, можно найти токи во всех ветвях от каждой из составляющих несинусоидального тока. Мгновенное значение тока в каждой ветви опять будет равно сумме мгновенных значений составляющих токов.
                     ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ
-  Как визуально определить симметрию относительно оси абсцисс периодической несинусоидальной кривой ? Какие гармоники будут присутствовать при разложении такой кривой в ряд Фурье?
-  Как визуально определить симметрию относительно оси ординат периодической несинусоидальной кривой? Какие гармоники будут присутствовать при разложении такой кривой в ряд Фурье?
-  Как визуально определить симметрию относительно начала координат периодической несинусоидальной кривой? Какие гармоники будут присутствовать при разложении такой кривой в ряд Фурье?
-  Периодическая несинусоидальная кривая симметрична относительно оси абсцисс и оси ординат. Какие гармоники будут присутствовать при разложении такой кривой в ряд Фурье?
-  Периодическая несинусоидальная кривая симметрична относительно оси абсцисс и начала координат. Какие гармоники будут присутствовать при разложении такой кривой в ряд Фурье?
-  Что такое полная симметрия периодической несинусоидальной кривой? Как это влияет на определение гармоник ряда Фурье?
-  По каким формулам можно рассчитать постоянную составляющую, амплитуды синусных и косинусных гармоник ряда Фурье? Аналитическое выражение  кривой в пределах периода известно.
-  В пределах периода кривая выражается в виде суммы трех аналитических выражений. Как в этом случае рассчитать постоянную составляющую, амплитуды синусных и косинусных гармоник?
-  Записать выражение ряда Фурье в самом общем случае. Как объединить синусные и косинусные гармоники ряда Фурье? Как после объединения синусных и косинусных гармоник будет выглядеть ряд Фурье?
-  Если затруднительно получить аналитическое выражение периодической несинусоидальной кривой, то каким образом можно разложить эту кривую в ряд Фурье?
-  Прямая, обратная и нулевая последовательности чередования фаз. Каким номерам гармоник они соответствуют? Начертите векторы прямой, обратной и нулевой последовательностей чередования фаз для трехфазной несинусоидальной системы ЭДС.
-  Объясните пять особенностей расчета трехфазной системы при наличии в несинусоидальных ЭДС гармоник кратных трем.
-  На какое значение – амплитудное, действующее или среднее реагируют амперметры и вольтметры электромагнитной, электродинамической и тепловой систем?
-  Несинусоидальное напряжение выражается рядом Фурье, содержащим постоянную составляющую и первую, третью, пятую гармоники. Как рассчитать действующее значение этого несинусоидального напряжения?
-  Фазное несинусоидальное напряжение выражается рядом Фурье, содержащим постоянную составляющую, первую, вторую, третью и четвертую гармоники. Как рассчитать действующее значение фазного и линейного напряжений?
-  Почему в схеме звезда – звезда без нулевого провода гармоники токов кратные трем не могут протекать по линейным проводам?
-  Несинусоидальная ЭДС фазы А трехфазной системы содержит постоянную составляющую, первую, вторую, третью, четвертую, пятую и шестую гармоники. Как рассчитать показание вольтметра электромагнитной системы, включенного между нулевыми точками генератора и нагрузки в схеме звезда – звезда без нулевого провода?
-  Несинусоидальная ЭДС фазы А трехфазной системы содержит постоянную составляющую, первую, вторую, третью, четвертую, пятую и шестую гармоники. Какие гармоники токов будут протекать по линейным проводам в схеме звезда – звезда без нулевого провода? Как рассчитать показание амперметра электромагнитной системы, включенного в линейный провод?
-  Начертить схему звезда – звезда с нулевым проводом. Включить в схему резисторы, катушки индуктивности и конденсаторы. Обеспечить путь для постоянной составляющей тока. Несинусоидальная ЭДС фазы А содержит постоянную составляющую, первую, третью, пятую, седьмую и девятую гармоники ряда Фурье. Какие гармоники токов будут протекать по
линейным проводам и по нулевому проводу? Как рассчитать показания амперметров электродинамической системы, включенных в линейный и нулевой провода?
-  Несинусоидальная ЭДС фазы А и несинусоидальный ток в линейном проводе содержат постоянные составляющие и первые пять гармоник ряда Фурье. Как записать активную и реактивную мощности фазы А трехфазной системы в схеме звезда – звезда с нулевым проводам? Как записать активную и реактивную мощности трехфазной системы для указанной схемы?
-  Применим ли метод наложения при расчете линейных однофазных цепей от несинусоидальных ЭДС и токов?
-  Почему постоянная составляющая тока в установившемся режиме через конденсатор не проходит?
-  Чему равно напряжение на катушке индуктивности от постоянного тока в установившемся режиме?
-  Как изменяются активные сопротивления резисторов, реактивные сопротивления катушек индуктивности и конденсаторов с увеличением частоты?
-  Возможен ли резонанс напряжений в однофазной или трехфазной цепи на одной из высших гармоник? Как записать условие возникновения резонанса напряжений в какой-либо ветви схемы?
-  Возможен ли резонанс токов в однофазной или трехфазной цепи на одной из высших гармоник? Как записать условие возникновения резонанса токов на каком-либо участке схемы?
-  Несинусоидальный ток содержит постоянную составляющую и первые четыре гармоники. Можно заменить реальный несинусоидальный ток эквивалентным синусоидальным. Как определить действующее значение эквивалентного синусоидального тока?
-  Несинусоидальное напряжение содержит постоянную составляющую и первую, третью и пятую гармоники. Можно заменить реальное несинусоидальное напряжение эквивалентным синусоидальным. Как определить действующее значение эквивалентного синусоидального напряжения?
-  Как определить угол сдвига фаз между эквивалентными синусоидами напряжения и тока?
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