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Введение 

 

В настоящем учебном пособии рассмотрены основные 

типы задач линейного программирования, даны рекомен-

дации по построению их математических моделей и поис-

ку оптимальных решений средствами табличного редакто-

ра Microsoft Excel. 

В целях более эффективного усвоения учебного мате-

риала пособие построено по принципу лабораторных ра-

бот, разбитых по типам задач линейного программирова-

ния. 

Каждая лабораторная работа включает в себя 30 вари-

антов учебных задач определенного типа, а также список 

примерных вопросов для защиты работы, охватывающих 

как теоретические положения, так и конкретные варианты 

заданий. 
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Лабораторная работа №1  
«Модель линейного программирования» 

 
1.1. Цель работы 

 

Приобретение навыков составления моделей задач ли-

нейного программирования (ЛП)  . 

 
1.2. Порядок выполнения работы 

 

 Для текстовых задач, соответствующих номеру Ваше-

му варианта, составьте математические модели линей-

ного программирования. 

 
1.3. Теоретическая часть 

 

Если в какой-либо системе (экономической, организа-

ционной, управленческой и т.д.) имеющихся в наличии ре-

сурсов не хватает для эффективного выполнения каждой 

из намеченных работ, то возникают так называемые рас-

пределительные задачи. Цель решения распределитель-

ной задачи – отыскание оптимального распределения ре-

сурсов по работам. Под оптимальностью распределения 

может пониматься, например, минимизация общих затрат, 

связанных с выполнением работ, или максимизация полу-

чаемого в результате общего дохода. Для решения таких 

задач используются методы математического программи-

рования.  

Математическое программирование – это раздел ма-

тематики, занимающийся разработкой методов отыскания 

экстремальных значений функции, на аргументы которой 

наложены ограничения. Слово "программирование" заим-



 

5 
 

ствовано из зарубежной литературы, где оно используется 

в смысле "планирование".  

Наиболее простыми и лучше всего изученными среди 

задач математического программирования являются зада-

чи линейного программирования. 

 

Формализация модели линейного программирова-

ния 

 

Ограничения 

Первым этапом формализации модели ЛП должно 

стать выявление ограничений на переменные решения. Ог-

раничения сужают множество допустимых решения. При-

ведем конкретные примеры ограничений, возникающие в 

задачах управления: 

1) Менеджер по инвестициям имеет в своем 

распоряжении определенный капитал. Инвестицион-

ные решения ограничены суммой данного капитала и 

распоряжениями Федеральной комиссии по рынку 

ценных бумаг. 

2) Решения директора предприятия ограничены 

производственной мощностью предприятия и имею-

щимися ресурсами. 

3) Планы полетов авиакомпании ограничены 

необходимостью обслуживания самолетов и числом 

сотрудников. 

В моделировании ограничения на допустимые значе-

ния переменных решения являются важным понятием. Ог-

раничения в реальных управленческих моделях выражают-

ся в числовом виде, но в своей основе имеют физическую, 

экономическую, а иногда и политическую природу. 

Целевая функция 

Все модели ЛП имеют два общих основных свойства. 

Первое – это наличие ограничений. Второе свойство за-
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ключается в том, что в каждой модели ЛП существует 

единственный показатель эффективности, который необ-

ходимо максимизировать или минимизировать.  

В приведенных выше примерах менеджер по инвести-

циям, скорее всего, будет стремиться максимизировать 

прибыль от портфельных инвестиций; директор предпри-

ятия захочет удовлетворить спрос при минимальных про-

изводственных затратах; авиакомпания будет стремиться 

реализовать заданное расписание с минимальными из-

держками. 

Таким образом, в каждом из этих примеров существует 

некий показатель эффективности, который при принятии 

решения желательно максимизировать или минимизиро-

вать. В моделях оптимизации этот показатель называется 

целевой функцией.  

Отметим, что с математической точки зрения с нели-

нейными функциями работать значительно сложнее, чем с 

линейными. Сила и привлекательность ЛП заключается в 

простоте линейных связей (уравнений и неравенств) и ли-

нейности целевой функции. 

Создание модели ЛП 

Для того, чтобы описать управленческую ситуацию в 

виде математической модели, полезно сначала составить 

"словесную модель". Это делается следующим образом: 

1) Описать словами цель и целевую функцию; 

2) Дать словесное описание каждого ограниче-

ния, обращая особое внимание на то, является ли дан-

ное ограничение требованием в форме неравенств или 

равенств; 

3) Пункты 1) и 2) приведут к словесному опи-

санию переменных решения. 

Очень важно правильно определить переменные реше-

ния. Иногда существует несколько вариантов. Например, 

должны ли переменные решения представлять собой кило-
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граммы готовой продукции или килограммы сырья?  В 

этом случае следует задать себе вопрос: "Какие решения 

нужно принять, чтобы оптимизировать целевую функ-

цию?" Ответ на этот вопрос всегда поможет правильно вы-

брать переменные решения. 

После выполнения пунктов 1) – 3) следует ввести обо-

значения переменным решения, после чего 

4) Выразить все ограничения через обозначен-

ные переменные решения; 

5) Выразить с помощью обозначенных пере-

менных целевую функцию. 

На данном этапе следует проверить модель на соответ-

ствие единиц измерения. Например, если коэффициенты 

целевой функции даны в рублях на килограмм, то пере-

менные решения, входящие в целевую функцию должны 

выражаться в килограммах, а не в тоннах или других еди-

ницах измерения. Аналогично нужно проверить соответст-

вие единиц измерения в правой и левой частях каждого 

ограничения. Например, если налагается ограничение на 

число часов рабочего времени, то в правой части должны 

быть указаны часы рабочего времени. Тогда, если пере-

менные решения измеряются в килограммах, то значения 

коэффициентов для данной функции ограничения (т.е. чи-

словые коэффициенты перед каждой переменной решения 

в левой части ограничения) должны выражаться в часах 

рабочего времени, деленных на килограмм. Нельзя допус-

кать, чтобы в одной части равенства или неравенства стоя-

ли часы, а в другой – минуты, секунды, килограммы или 

тонны. 

Рассмотрим еще один аспект формирования модели 

ЛП. Как уже отмечалось, ограничения могут иметь форму 

неравенств типа   или  . Студенты часто задают вопрос, 

бывают ли в модели ЛП ограничения в виде строгих нера-

венств типа < или >. Ответ – нет. Причина этого имеет ма-
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тематическую природу: так делается для того, чтобы над-

лежащим образом сформулированная задача имела реше-

ние. Однако, неравенств типа   или   вполне достаточно, 

чтобы передать реальный смысл. Например, если перемен-

ная   должна быть    , то в модели вполне можно ис-

пользовать ограничение               .  

Во многих реальных задачах часто встречаются два 

типа издержек: невозвратные и переменные. Вопреки пер-

вому впечатлению невозвратные издержки не играют осо-

бой роли в оптимизации, т.е. в оптимизационных моде-

лях учитываются только переменные издержки.  
Невозвратные издержки уже были сделаны, а это озна-

чает, что никакие будущие решения не смогут повлиять на 

эти расходы. Поэтому можно убрать невозвратные из-

держки из целевой функции модели, при этом оптимальное 

решение не изменится. 

Итак, характерные черты задач ЛП следующие: 

1) показатель эффективности   представляет 

собой линейную функцию, заданную на элементах ре-

шения           ; 

2) ограничительные условия, налагаемые на 

возможные решения, имеют вид линейных равенств 

или неравенств. 

В общей форме записи математическая модель задачи 

ЛП имеет вид: 
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Целевая функция (ЦФ) 

                               ; 

 

при ограничениях 

 

 

                            

                            

 
                           

  

              
 

(1.1) 

Отметим, что ограничения (неравенства) могут иметь 

противоположные направления или быть равенствами. 

Допустимое решение – это совокупность чисел 

              , удовлетворяющих ограничениям задачи 

(1.1). 

Оптимальное решение – это план      

   
    

      
 ), при котором ЦФ принимает свое макси-

мальное (минимальное) значение. 

 

Создание моделей ЛП 

Перейдем теперь  к примерам составления моделей 

ЛП, которые помогут вам усовершенствовать свое умение 

переходить от реальных управленческих ситуаций к сим-

волическим моделям ЛП. 

Составим математические модели следующих задач с 

экономическим содержанием. 

 

Пример 1. Задача о распределении ресурсов 

Постановка задачи 

Компания производит две марки телевизоров – Astro и 

Cosmo. Работают два конвейера, каждый из которых вы-
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пускает телевизоры одной марки, и два цеха, занятых про-

изводством деталей для телевизоров обеих марок. Произ-

водственная мощность конвейера, выпускающего Astro, 

составляет 70 телевизоров в день, а конвейера Cosmo – 50 

телевизоров в день. Цех A производит телевизионные 

трубки.  На производство трубки для телевизора Astro тре-

буется 1ч рабочего времени, а на производство трубки для 

Cosmo – 2ч. На данном этапе в  цеху A производству тру-

бок для телевизоров обеих марок может быть уделено не 

более 120ч рабочего времени в день. В цеху B изготавли-

ваются корпуса телевизоров, причем на производство од-

ного корпуса как для Astro, так и для Cosmo требуется 1ч 

рабочего времени. Цех B может посвятить изготовлению 

корпусов не более 90 ч рабочего времени в день. Удельная 

валовая прибыль от реализации Astro и Cosmo составляет 

20 и 10 тыс. руб. соответственно. Эти данные представле-

ны в таблице 1.1. 

 

Таблица 1.1 

  
Удельные трудоза-

траты, ч 
 

 

Дневная 

произво-

дитель-

ность 

Цех А Цех В 

Удель-

ная при-

быль, 

тыс.руб. 

Astro 70 1 1 20 

Cosmo 50 2 1 10 

Ресурс ра-

бочего 

времени 

 120 90  

 При условии, что компания может продавать все про-

изведенные телевизоры, каким должен быть план произ-
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водства (т.е. сколько телевизоров каждой марки следует 

производить ежедневно)? Постройте математическую мо-

дель ЛП.  

 

Решение задачи о распределении ресурсов 

Построение  математической модели 

I этап построения модели заключается в определении 

(описании, задании, идентификации) переменных. По-

скольку нужно найти максимальную прибыль при произ-

водстве телевизоров двух различных марок, зададим пере-

менные (неизвестные) решения следующим образом: 

  - дневной выпуск  телевизоров марки Astro 

(шт/день); 

   - дневной выпуск телевизоров марки Cosmo 

(шт/день). 

 II этап построения модели заключается в построении 

целевой функции, представляющей цель решения задачи. 

В данном случае цель – это максимизация прибыли, полу-

чаемой при реализации телевизоров марки Astro  и Cosmo в 

течение дня. Следовательно, суммарная прибыль (целевая 

функция) составляет 

               
       

  
 

  

    
 

       

    
 

III этап построения модели заключается в задании 

ограничений, моделирующих условия задачи. Все ограни-

чения рассматриваемой задачи можно разделить на не-

сколько типов. 

Ограничения по пропускной способности конвейеров 

Левая часть ограничений по пропускной способности 

конвейеров представляет собой количество телевизоров, 

которые производит конвейер в течение дня. Правая часть 

ограничения – ресурс конвейера. 
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Конвейер, настроенный на  производство телевизоров 

марки Astro , может cобрать не более 70 телевизоров в 

день, т.е.  

      
  

    
 

  

    
 

Конвейер, настроенный на  производство телевизоров 

марки Cosmo, может cобрать не более 50 телевизоров в 

день, т.е.  

      
  

    
 

  

    
 

Ограничения по трудовому ресурсу 

Левая часть ограничения по трудовому ресурсу пред-

ставляет собой время, затрачиваемое на производство те-

левизоров  течение дня в количестве    (Astro)  и     (Cos-

mo) штук. Правая часть ограничения – это фонд рабочего 

времени за смену.   

Для цеха  А: 

           
 

  
 

  

    
 

 

    
 

Для цеха B:  

         
 

  
 

  

    
 

 

    
 

Таким образом, мы получаем следующую 

математическую модель 

                   

 

     
     

          
        

  

          

 

Пример 2. Задача составления смеси  
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Постановка задачи 

При создании сплава для новой продукции компании 

«Сталь» используется железная руда, получаемая с четы-

рех различных шахт. Как показал анализ, чтобы получить 

сплав с нужными свойствами, необходимо удовлетворить 

минимальные требования по трем основным элементам, 

которые для простоты обозначили А, В и С. В частности, 

каждая тонна руды должна содержать не менее 5 кг элемен-

та А, 100 кг элемента В и 30 кг элемента С. Эти данные 

приведены в таблице 1.2. 

Таблица 1.2 

Элемент Минимальное содержание, кг/т 

А 5 

В 100 

С 30 

Руда с каждой шахты содержит все три основных эле-

мента, но в разных количествах. Состав руды (содержание 

элементов) приведены ниже в таблице 1.3. 

Таблица 1.3 

 Шахта (содержание элемента, кг/т) 

Элемент 1 2 3 4 

А 10 3 8 2 

В 90 150 75 175 

С 45 25 20 37 

Также известно, что стоимость тонны руды с первой 

шахты составляет 800 руб., со второй – 400 руб., с третьей 

– 600 руб., а с четвертой – 500 руб. Необходимо найти  оп-

тимальный состав одной тонны смеси при минимальных 

затратах. Постройте математическую модель ЛП, разрабо-

тайте на ее основе табличную модель. 

 

Решение задачи о составлении смеси 
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Построение  математической модели 

Поскольку нужно найти оптимальный состав одной 

тонны смеси, зададим переменные решения следующим 

образом: 

   — часть тонны, состоящая из руды с шахты 1; 

   — часть тонны, состоящая из руды с шахты 2; 

   — часть тонны, состоящая из руды с шахты 3; 

   — часть тонны, состоящая из руды с шахты 4. 

Целью задачи является составление нужной смеси при 

минимальных затратах. Стоимость 1 тонны смеси (целевая 

функция) составляет 

                             
   

 
 

С помощью данных табл. 1.3 вычислим количества ос-

новных элементов в одной тонне смеси: 

количество элемента   в 1 т смеси =          
       ; 

количество элемента   в 1 т смеси =            
          ; 

количество элемента C в 1 т смеси =           
         . 

Учитывая требования по минимальному содержанию 

элементов, приведенных в табл.1.2, получаем следующие 

ограничения: 

                   

                          

                       
Существует ли в данной модели другие ограничения? 

Во-первых, необходимо включить условие неотрицатель-

ности переменных   ,   ,   ,   , а также учесть еще одно 

ограничение. Так как тонна смеси состоит из руды только 

указанных четырех шахт, то сумма составляющих смеси 

должна быть равна 1: 
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Последние ограничение иногда называют условием 

материального баланса. 

Теперь можно сформулировать математическую мо-

дель: 

                                 

 

                  
                         

                      
             

  

                    

 

Пример 3. Составление расписания 

 

Управляющий персоналом университета должен со-

ставить расписание охраны территории университета, 

удовлетворяющее следующим требованиям: 

Время Минимальное число офице-

ров охраны 

0.00-4.00 5 

4.00-8.00 7 

8.00-12.00 15 

12.00-16.00 7 

16.00-20.00 12 

20.00-24.00 9 

Офицеры дежурят посменно, продолжительность сме-

ны 8ч. На каждый день установлено 6 смен. Время начала 

и конца каждой смены следующие 

Смена  Время начала Время конца 

1 0.00 8.00 

2 4.00 12.00 

3 8.00 16.00 

4 12.00 20.00 
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5 16.00 24.00 

6 20.00 4.00 

Управляющий персоналом хочет определить, сколько 

офицеров назначить в каждую смену, чтобы минимизиро-

вать их количество и при этом удовлетворить требования к 

организации охраны. Постройте математическую модель 

ЛП, на ее основе разработайте табличную модель. 

 

Решение задачи на составление расписания 

Построение  математической модели 

Переменные решения можно определить следующим 

образом:    — число офицеров, дежурящих в смену  , 
         . Тогда целевая функция имеет вид 

                       
При формулировке ограничений нужно убедиться, что 

определенный набор значений переменных         удовле-

творяет требованиям по организации охраны территории. 

Нужно выбрать некий механизм, который позволит опре-

делить, какие офицеры находятся на дежурстве в течение 

каждого из указанных в требованиях интервалов времени.  

В этом может помочь  таблица, характеризующая коли-

чество офицеров, дежурящих в течение каждого временного 

интервала: 

 

Временной интервал 

Сме

на 

0.00-

4.00 

4.00-

8.00 

8.00-

12.00 

12.00-

16.00 

16.00-

20.00 

20.00-

24.00 

1       
    2 

 
      

   3 

  
      

  4 

   
      

 5 

    
      

6           
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С помощью этой таблицы также можно определить 

(суммируя значения в одном столбце), сколько офицеров 

находится на дежурстве в течение каждого временного ин-

тервала. Например, в первый интервал дежурит       офи-

церов; поэтому первое ограничение выглядит следующим 

образом:        . Сформулируйте остальные ограниче-

ния для данной модели, самостоятельно. Запишите полу-

чившуюся математическую модель и на ее основе разрабо-

тайте табличную модель. 

 
1.4. Примерные вопросы на защите работы 

 

1. Может ли система ограничений общей задачи ЛП 

включать строгие неравенства? 

2. Может ли целевая функция задачи ЛП содержать 

нелинейные выражения из переменных? 

3. Чем отличается канонический вид задачи ЛП от 

общего (стандартного)? 

4. В чем состоит схема построения математической 

модели задачи с экономическим содержанием? 

5. В чем состоит смысл неотрицательности перемен-

ных задачи ЛП? 

6. Есть ли какая-либо связь между числом переменных 

и числом ограничений задачи с экономическим со-

держанием? 

7. Что понимается под выражением «неотрицательный 

вектор»? 

8. В чем состоит экономический смысл: а) целевой 

функции? б) системы ограничений? 
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1.5. Варианты 
Вариант, 

№ 

Задача о рас-

пределении ре-

сурсов № 

Задача со-

ставления 

смеси* № 

Составление 

расписания, 

задача № 

1 1 1 1 

2 2 2 2 

3 3 3 3 

4 4 4 4 

5 5 5 5 

6 6 6 6 

7 7 7 7 

8 8 8 8 

9 9 9 9 

10 10 10 10 

11 1 2 3 

12 2 3 4 

13 3 4 5 

14 4 5 6 

15 5 6 7 

16 6 7 8 

17 7 8 9 

18 8 9 10 

19 9 10 1 

20 10 1 2 

21 1 3 4 

22 2 4 5 

23 3 5 6 

24 4 6 7 

25 5 7 8 

26 6 8 9 

27 7 9 10 

28 8 10 1 

29 9 1 2 

30 10 2 3 
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Условия задач 

 

Задача о распределении ресурсов 

 

1. Предприятие, располагающее ресурсами сырья че-

тырех видов А, В, С и D, может производить продукцию 

двух видов P1 и P2. В таблице указаны затраты ресурсов 

на изготовление 1т продукции, объем ресурсов и прибыль, 

получаемая от продажи 1 т соответствующей продукции. 

Вид сырья Вид продукции Объем ре-

сурсов, т Р1 Р2 

A 4 1 7 

B 1 2 10 

C 3 1 6 

D 6 1 10 

Прибыль, руб. 7 2  

Определите ассортимент выпускаемой продукции, при 

котором полученная прибыль будет максимальной. 

 

2. Для изготовления двух видов изделий А и В завод 

использует в качестве сырья алюминий и медь. на изготов-

ление изделий заняты токарные и фрезерные станки. Ис-

ходные данные  задачи приведены в таблице: 

Вид ресурсов Объем ре-

сурсов 

Вид продукции 

Р1 Р2 

Алюминий, кг 4 0 1 

Медь, кг 7 4 1 

Токарные станки, 

станко-час 

5 2 1 

Фрезерные стан-

ки, станко-час 

10 6 1 

Прибыль на 1 из-

делие, тыс. руб. 

 4 3 
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Определить ассортимент выпускаемой продукции, при 

котором полученная прибыль будет максимальной. 

 

3. Фирма производит два вида продуктов К1 и К2. Ка-

ждый продукт ложен быть обработан машинами А, В, С и 

D. Время необходимое для изготовления продуктов К1 и 

К2 на разных машинах, допустимое время использования 

машин, а также прибыль от продажи продуктов приведены 

в таблице: 

Машины Допустимое 

время (в ча-

сах) 

Необходимое время (в 

часах) 

К1 К2 

A 10 5 1 

B 9 4 2 

C 5 1 2 

D 7 1 3 

Прибыль от про-

дажи продуктов, 

тыс. руб. 

 5 2 

Какое количество каждого продукта необходимо про-

извести, чтобы прибыль была максимальной? 

 

4. Компания производит паруса двух видов А и В для 

небольших яхт. Агенты по продаже считают, что в один 

день на рынке может быть реализовано до 10 парусов. Для 

каждого паруса А требуется 2 кв.м материала, а для паруса 

В - 3 кв.м. материала. Компания может получить 12 кв.м. 

материала в день. Для изготовления паруса А требуется 14 

мин машинного времени, а для изготовления паруса В - 50 

мин. Имеется 8 ч машинного времени в день. Прибыль от 

продажи паруса типа А составляет 6 руб., а от продажи па-

руса типа В - 12 руб. Сколько парусов каждого типа следу-
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ет выпускать в день для достижения максимальной прибы-

ли? 

5. Фирма производит два продукта А и В, рынок сбыта 

которых не ограничен. Каждый продукт должен быть об-

работан машинами 1, 2 и 3. Время обработки для каждого 

из изделий А и В приведено ниже: 

Продукт Машина 

1 2 3 

A 5 4 2 

B 6 3 4 

Время работы машин 1, 2, 3 соответственно 35, 32 и 40 

ч  в неделю. Прибыль от изделий А и В составляет соот-

ветственно 5 и 7 руб. Фирме необходимо определить не-

дельные нормы выпуска изделий А и В и рассчитать мак-

симальную прибыль. 

 

6. Фирма производит два продукта А и В. В процессе 

производства используются три технологические опера-

ции. При изготовлении изделия В технологическая опера-

ция №2 не выполняется. Время  выполнения операции (в 

часах) приведено ниже: 

Продукт Технологические операции 

1 2 3 

A 1 3 1 

B 2 - 4 

Фонд рабочего времени ограничен: для первой опера-

ции - 12 ч;  для второй операции - 9ч; для третьей опера-

ции - 6 ч. Изучение рынка показало, что ожидаемая при-

быль от продажи одного изделия видов А и В соответст-

венно равна 4 и 7 руб.   

Каков наиболее выгодный суточный объем производ-

ства каждого вида продукции? 
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7.  Для изготовления двух видов продукции  P1 и P2 

используется четыре вида сырья: А, В, С и D. Запасы сы-

рья и нормы расхода сырья на изготовление 1 т продукции 

приведены в таблице. 

Вид сырья Вид продукции Объем ре-

сурсов, т Р1 Р2 

A 1 1 6 

B 2 1 9 

C 1 2 10 

D 1 4 8 

Цена за тон-

ну, руб. 

2 3  

Определите ассортимент выпускаемой продукции, при 

котором полученная прибыль будет максимальной. 

 

8.  Фирма производит два продукта А и В, рынок сбыта 

которых не ограничен. Каждый продукт должен быть об-

работан машинами 1, 2 и 3. Время обработки для каждого 

из изделий А и В приведено ниже: 

Продукт Машина 

1 2 3 

A 5 4 2 

B 6 3 4 

Время работы машин 1, 2, 3 соответственно 42, 38 и 38 

ч  в неделю. Прибыль от изделий А и В составляет соот-

ветственно 8 и 6 руб.  

Фирме необходимо определить недельные нормы вы-

пуска изделий А и В и рассчитать максимальную прибыль. 

 

9. В выпуске двух продуктов задействованы три станка. 

Чтобы выпустить килограмм продукта каждый станок 

должен отработать определенное количество часов. Дан-

ные приводятся в таблице 3. Ресурс рабочего времени для 
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станка 1 составляет 10 ч, для станка 2 — 16 ч и для станка 3 

— 12 ч. Удельная прибыль в расчете на 1 кг составляет 4у.е. 

для продукта 1 и 3у.е. для продукта 2. Определите пере-

менные решения, сформулируйте данную задачу в виде 

модели ЛП максимизации прибыли. 

 Количество часов обработки 

Станок Продукт 1 Продукт 2 

1 3 2 

2 1 4 

3 5 3 

10. Компания производит паруса двух видов А и В для 

небольших яхт. Агенты по продаже считают, что в один 

день на рынке может быть реализовано до 10 парусов. Для 

каждого паруса А требуется 2 кв.м материала, а для паруса 

В - 3 кв.м. материала. Компания может получить 12 кв.м 

материала в день. Для изготовления паруса А требуется 14 

мин машинного времени, а для изготовления паруса В - 26 

мин. ЭВМ можно использовать 8 ч в день. Прибыль от 

продажи паруса типа А составляет 6 руб., а от продажи па-

руса типа В - 8 руб. Сколько парусов каждого типа следует 

выпускать в день для достижения максимальной прибыли?  

 

Задача составления смеси 

 

1. Администратор зданий и прилегающих территорий 

университета планирует ранней весной внести удобрения 

для травы на лужайке. Для нормального роста траве нуж-

ны азот, фосфор и калий как минимум в следующих ко-

личествах: 

Вещество Минимальное количество, кг 

Азот 10 

Фосфор 7 

Калий 5 
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На рынке предлагается три вида минеральных удобре-

ний, содержание требуемых элементов (в кг) и цена в расче-

те на 1000 кг представлены в таблице 1. Администратор мо-

жет купить любое количество каждого из удобрений и сме-

шать их, прежде чем вносить в почву. Постройте модель ЛП, 

которая позволит определить, сколько следует купить каж-

дого удобрения, чтобы минимизировать затраты. 

 

Таблица 1 

Удобрение Содержание 

азота 

Содержание 

фосфора 

 

Содержание 

калия 

 

Цена, 

руб. 

I 25 10 5 10 

II 10 5 10 8 

III 5 10 5 7 

 

2. Винодел хочет из смеси четырех сортов винограда 

приготовить три сорта вина. Имеющиеся количества вино-

града, требования к составу вина и цены, по которым дан-

ные вина продаются, приведены в таблице 2. В частности, 

сорта винограда 2 и З в сумме должны составлять не менее 

75% в смеси для приготовления вина А и не менее 35% в 

смеси для приготовления вина С. Кроме того, смесь А 

должна содержать не менее 8% винограда сорта 4, а смесь 

В — не менее 10% сорта 2 и не более 35% сорта 4. Можно 

продать все произведенные вина. Постройте модель ЛП, 

которая позволит наилучшим образом использовать выра-

щенный виноград.  
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Таблица 2 

 Виноград  

Вино  1  2 3 4 Цена за 

1л 

А произ-

вольно 

2+3 не менее 75% и 

в любой пропорции 

не менее 

8% 

80 

B произ-

вольно 

не менее 

10% 

произ-

вольно 

не более 

35% 

50 

C произ-

вольно 

2+3 не менее 35% и 

в любой пропорции 

произ-

вольно 

35 

Запас(л) 130 200 150 350  

 3. У компании Corey Ander's Spice имеются ограни-

ченные запасы трех ингредиентов, из которых изготавли-

ваются приправы. Ингредиенты НВ01, НВ02 и НВСЗ идут 

на производство двух приправ: куркумы и паприки. Отдел 

маркетинга сообщил, что компания сможет продать всю 

произведенную паприку, но не более 1700 кг куркумы. Не-

использованные ингредиенты можно продать на свободном 

рынке. Текущие цены (руб. за кг): НВ01 — 0,60, НВ02 — 

0,70, НВ03 — 0,55. Кроме того, компания заключила кон-

тракт на поставку 600 кг паприки с WalMart. Остальные 

данные представлены в таблице 3. Сформулируйте задачу в 

виде модели ЛП максимизации дохода. 

Таблица 3 

 Ингредиенты   

 НВ01 НВ02 НВ03 Спрос Цена, 

руб. 

Куркума 4 2 1 1700 32,5 

Паприка 3 2 3 неограничен 27,5 

Запас ингредиен-

тов, кг 
8000 9000 7000 
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4. Компании McNaughton, Inc. производит два вида 

приправ для мяса, Spicy Diablo и Red Baron. Обе приправы 

готовятся из двух ингредиентов — А и В, причем рецепты 

приправ допускают определенную вариативность. Допус-

тимое процентное содержание ингредиентов, а также дан-

ные о доходах и затратах приводятся в таблице 4. Можно 

закупить до 40 л ингредиента А и до 30 л ингредиента В. 

Компания в состоянии продать все произведенные припра-

вы. Постройте модель ЛП, цель которой — максимизиро-

вать чистый доход от продажи приправ. 

Таблица 4 

 Ингредиент  

Приправа А В Цена за мл, 

руб. 

Spicy Diablo не менее 

25% 

не менее 

25% 
3,35 

Red Baron не более 

75% 

произвольно 
2,85 

Цена за мл, 

руб. 
1,60 2,59 

 

 

5. Корм для собак в питомнике готовится из смеси трех 

зерновых круп, чтобы обеспечить сбалансированное пита-

ние. Соответствующие данные приведены в таблице 5. Ди-

ректор питомника хочет, чтобы каждая собака потребляла 

ежедневно не менее 3 унций белков, 1 унции углеводов и не 

более 0,5 унции жиров. Сколько каждой крупы должна по-

лучать собака, чтобы минимизировать затраты? (16 унций 

= 1 фунт.) Составьте модель ЛП. 
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Таблица 5 

Крупа Стоимость 

1 фунта, 

руб. 

Белки,% Углеводы,% Жиры,% 

А 0,45 62 5 3 

В 0,38 55 10 2 

С 0,27 36 20 1 

 

6. В аптеке продается семь наименований поливитами-

нов. каждое наименование содержит витамины трех раз-

личных типов. цены на витамины различны. необходимо 

пройти профилактический курс, в течение которого с ми-

нимальными суммарными затратами получить 100 единиц 

витамина А, 80 - витамина С и 120 единиц витамина   . 

необходимое количество поливитаминов покупается одно-

временно. Постройте модель ЛП, цель которой — миними-

зировать затраты на профилактический курс. 

Таблица 6 

Витамины 

Содержание витаминов, 

ед/г 

Всего не-

обходимо 

                     
 

А 5 0 2 0 3 1 2 100 

С 3 1 5 0 2 0 1 80 

   1 0 3 1 2 0 6 120 

Цена за 1 г., 

тыс.руб. 
4 1 5 6 3,5 7 4 

 

 

7. Рацион для питания животных на ферме состоит из 

двух видов кормов А и В. Один килограмм корма А стоит 

80 руб. и содержит: 3 ед. белков, 1 ед. жиров, 1 ед. углево-

дов и 2 ед. нитратов. . Один килограмм корма В стоит 10 

руб. и содержит: 1 ед. белков, 3 ед. жиров, 8 ед. углеводов 

и 4 ед. нитратов. Требуется составить наиболее дешевый 



 

28 
 

рацион питания, обеспечивающий белков не менее 9 ед., 

жиров не менее 6 ед., углеводов не менее 8 ед., нитратов не 

более 16 ед. 

8. Ферма закупает корма трех видов. В кормах содер-

жатся питательные вещества четырех видов. Требуется со-

ставить кормовой рацион животных, содержащий необхо-

димое количество питательных веществ. Соответствующие 

данные приведены в таблице 7. Постройте модель ЛП, ко-

торая позволит определить оптимальных кормовой рацион 

при минимальных затратах. 

Таблица 7 

Питательные 

вещества 

Виды кормов Нормы содержания 

веществ в рационе, кг 1 2 3 

А 2 4 3 не менее 20 

В 3 1 0 ровно 4,28 

С 5 8 3 не менее 25, не более 35 

D 2 0 4 не менее 40 

Цена за 1 т 

корма., 

тыс.руб. 

400 200 300 
 

 

9. Металлургическому комбинату требуется уголь с 

содержанием фосфора не более 0,03% и с долей зольных 

примесей не более 3,25%. Комбинат закупает три сорта 

угля, условно обозначенных А, В и С, с известным содер-

жанием примесей. Содержание примесей и цена каждого 

сорта угля приведены в таблице 8. Требуется определить в 

какой пропорции нужно смешивать сорта угля, чтобы по-

лучилась нужная смесь при минимальных затратах. По-

стройте модель ЛП. 
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Таблица 8 

Сорт угля 
Содержание Цена за 1 т, 

руб. Фосфор Зола 

А 0,06% 2% 30 

В 0,04% 4% 30 

С 0,02%     3% 45 

 

10. В отделе технического контроля (ТК) предприятия 

работают контролеры первого и второго разрядов. норма 

выработки отдела ТК за 8-часовой рабочий день составля-

ет не менее 1800 изделий. контролер первого разряда про-

веряет 25 изделий в час, причем не ошибается в 98% слу-

чаев. контролер второго разряда проверяет 15 изделий в 

час, его точность составляет 95%. заработная плата кон-

тролера первого разряда равна 4 руб. в час, контролер вто-

рого разряда получает 3 руб. в час. при каждой ошибке 

контролера предприятие несет убыток 2 руб. Предприятие 

может использовать не более восьми контролеров первого 

разряда и десяти контролеров второго разряда. Руково-

дство предприятия хочет определить оптимальный состав 

ОТК, при котором общие затраты на контроль будут ми-

нимальными. Постройте модель ЛП, 

 

Составление расписания 

 

1. Ресторан работает 7 дней в неделю. По условиям 

найма официанты работают 6 часов в день. В ресторан 

приходят отдельные посетители и небольшие компании, их 

посещения будем называть регулярным спросом. Кроме 

того, более многочисленные группы (клубы по интересам 

и т.п.) иногда собираются в ресторане на свои еженедель-

ные встречи. По соглашению с профсоюзом официант ра-

ботает пять дней подряд, а затем два дня подряд отдыхает. 
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Все официанты получают одинаковую недельную заработ-

ную плату. Минимально необходимое ежедневное рабочее 

время зависит от регулярного ежедневного спроса, к кото-

рому добавлено количество рабочего времени, необходи-

мого для обслуживания запланированных на этот день 

крупных встреч. Регулярный спрос (выраженный в челове-

ко-часах) и число встреч, запланированных на каждый 

день, представлены в таблице 1. 

Таблица 1 

День недели 
Регулярный спрос 

Количество запла-

нированных встреч 

Понедельник 125 1 

Вторник 200 0 

Среда 350 1 

Четверг 300 0 

Пятница 650 3 

Суббота 725 4 

Воскресенье 250 2 

Чтобы определить, сколько человеко-часов необходимо 

для обслуживания встреч, управляющий использует следую-

щую таблицу: 

Число запла-

нированных 

встреч 

Требуемое количество человеко-

часов 

0 0 

1 24 

2 36 

3 52 
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Число запла-

нированных 

встреч 

Требуемое количество человеко-

часов 

4 64 

5 80 

Необходимо составить расписание работы официантов, 

удовлетворяющее потребности в обслуживании и минимизи-

рующее затраты, предполагая, что данный цикл неограничен-

но повторяется, и игнорируя тот факт, что число нанятых 

официантов должно быть целым. Постройте модель ЛП.  

2. Базирующийся в Стокгольме авианосец "Майти" с 

понедельника по пятницу находится на маневрах, а в вы-

ходные — в порту. На следующей неделе капитан хочет 

предоставить увольнение на берег во время выходных мак-

симально возможному числу моряков. Экипаж состоит из 

2500 человек. Однако при этом необходимо выполнить за-

планированные на неделю маневры и удовлетворить тре-

бования военно-морского регламента. Требования таковы: 

a) Моряки работают в первую (от полуночи до полуд-

ня) или во вторую (от полудня до полуночи) смену, причем 

на протяжении недели каждый моряк все дни работает в 

одну и ту же смену. 

b) Каждый моряк должен дежурить ровно четыре дня, 

даже если в какой-то день реальной работы недостаточно. 

В таблице 2 показано, сколько моряков должно дежу-

рить каждый день в каждую смену. Сформулируйте для 

данной задачи модель ЛП, чтобы узнать, сколько моряков 

должно работать каждый день. 

Таблица 2 

 

Пн Вт Ср Чт Пт 

1 смена 900 1000 450 800 700 

2 смена 800 500 1000 300 750 
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3. Управляющий персоналом гипермаркета должен со-

ставить расписание работы кассиров, удовлетворяющее 

следующим требованиям: 

Время Минимальное число касси-

ров  

8.00-10.00 20 

10.00-12.00 30 

12.00-14.00 40 

14.00-16.00 50 

16.00-20.00 60 

20.00-22.00 30 

Кассиры дежурят посменно, продолжительность смены  

4 ч. На каждый день установлено 11 смен. Время начала и 

конца каждой смены следующие 

Смена  Время начала Время конца 

1 8.00 12.00 

2 9.00 13.00 

3 10.00 14.00 

4 11.00 15.00 

5 12.00 16.00 

6 13.00 17.00 

7 14.00 18.00 

8 15.00 19.00 

9 16.00 20.00 

10 17.00 21.00 

11 18.00 22.00 

Постройте модель ЛП, которая позволит управляющему 

персоналом определить, сколько кассиров назначить в ка-

ждую смену, чтобы минимизировать их количество и при 

этом удовлетворить требование по количеству работаю-

щих касс. 
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4. Банк работает 6 дней в неделю. Работники операци-

онного зала работают 8 часов в день. Договор с профсою-

зом предусматривает, что каждый должен работать 2 дня 

подряд, а затем 2 дня отдыхать. У всех операционистов оди-

наковый еженедельный оклад. Требования штатного распи-

сания представлены в таблице 3. Предполагая, что эти тре-

бования циклически повторяются, а также игнорируя тот 

факт, что число нанятых операционистов должно быть це-

лым, постройте модель ЛП, которая позволит руководству 

составить расписание, удовлетворяющее заданным требова-

ниям при минимальных затратах. 

Таблица 3 

День недели 

Минимальное необходимое количе-

ство часов работы операционистов 

Понедельник 125 

Вторник 200 

Среда 350 

Четверг 300 

Пятница 650 

Суббота 725 

 

5. Кафе работает 7 дней в неделю. Официанты работа-

ют 6 часов в день. Договор с профсоюзом предусматривает, 

что каждый должен работать 5 дней подряд, а затем 2 дня 

отдыхать. У всех официантов одинаковый еженедельный 

оклад. Требования штатного расписания представлены в 

таблице 4. Предполагая, что эти требования циклически по-

вторяются, а также игнорируя тот факт, что число нанятых 

официантов должно быть целым, постройте модель ЛП, ко-

торая позволит руководству составить расписание, удовле-
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творяющее заданным требованиям при минимальных затра-

тах. 

Таблица 4 

День недели 

Минимальное необходимое количе-

ство часов работы официантов 

Понедельник 150 

Вторник 200 

Среда 400 

Четверг 300 

Пятница 700 

Суббота 800 

Воскресенье 300 

 

6. Управляющий персоналом гипермаркета должен со-

ставить расписание охраны территории, удовлетворяющее 

следующим требованиям: 

 

Время Минимальное число работ-

ников охраны 

0.00-4.00 7 

4.00-8.00 9 

8.00-12.00 17 

12.00-16.00 9 

16.00-20.00 14 

20.00-24.00 11 

 

Охранники дежурят посменно, продолжительность 

смены  6ч. На каждый день установлено 5 смен. Время на-

чала и конца каждой смены следующие 
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Смена  Время начала Время конца 

1 0.00 6.00 

2 6.00 12.00 

3 12.00 18.00 

4 18.00 23.00 

5 23.00 5.00 

Постройте модель ЛП, которая позволит управляющему 

персоналом определить, сколько офицеров назначить в 

каждую смену, чтобы минимизировать их количество и 

при этом удовлетворить требования к организации охраны. 

 

7. Кафе  работает 7 дней в неделю. По условиям найма 

официанты работают 6 часов в день. В ресторан приходят 

отдельные посетители и небольшие компании, их посеще-

ния будем называть регулярным спросом. Кроме того, бо-

лее многочисленные группы (клубы по интересам и т.п.) 

иногда собираются в ресторане на свои еженедельные 

встречи. По соглашению с профсоюзом официант работает 

пять дней подряд, а затем два дня подряд отдыхает. Все 

официанты получают одинаковую недельную заработную 

плату. Минимально необходимое ежедневное рабочее вре-

мя зависит от регулярного ежедневного спроса, к которому 

добавлено количество рабочего времени, необходимого 

для обслуживания запланированных на этот день крупных 

встреч. Регулярный спрос (выраженный в человеко-часах) 

и число встреч, запланированных на каждый день, пред-

ставлены в таблице 5. 
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Таблица 5 

День недели 

Регулярный 

спрос 

Количество запланиро-

ванных встреч 

Понедельник 150 1 

Вторник 200 0 

Среда 400 1 

Четверг 300 0 

Пятница 700 3 

Суббота 800 4 

Воскресенье 300 2 

Чтобы определить, сколько человеко-часов необходимо 

для обслуживания встреч, управляющий использует следую-

щую таблицу: 

Число заплани-

рованных встреч 

Требуемое количество человеко-

часов 

0 0 

1 24 

2 36 

3 52 

4 64 

5 80 

 

Необходимо составить расписание работы официантов, 

удовлетворяющее потребности в обслуживании и минимизи-

рующее затраты, предполагая, что данный цикл неограничен-

но повторяется, и игнорируя тот факт, что число нанятых 

официантов должно быть целым. Постройте модель ЛП.  
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8. Банк работает 5 дней в неделю. Работники операци-

онного зала работают 8 часов в день. Договор с профсою-

зом предусматривает, что каждый должен работать 3 дня 

подряд, а затем 2 дня отдыхать. У всех операционистов оди-

наковый еженедельный оклад. Требования штатного распи-

сания представлены в таблице 6.  

Таблица 6 

День недели 

Минимальное необходимое количество 

часов работы операционистов 

Понедельник 200 

Вторник 350 

Среда 300 

Четверг 650 

Пятница 725 

Предполагая, что эти требования циклически повторя-

ются, а также игнорируя тот факт, что число нанятых опе-

рационистов должно быть целым, постройте модель ЛП, ко-

торая позволит руководству составить расписание, удовле-

творяющее заданным требованиям при минимальных затра-

тах. 

 

9. Базирующийся в Стокгольме авианосец "Майти" с 

понедельника по пятницу находится на маневрах, а в вы-

ходные — в порту. На следующей неделе капитан хочет 

предоставить увольнение на берег во время выходных мак-

симально возможному числу моряков. Экипаж состоит из 

3500 человек. Однако при этом необходимо выполнить за-

планированные на неделю маневры и удовлетворить тре-

бования военно-морского регламента. Требования таковы: 

a) Моряки работают в первую (от полуночи до полуд-

ня) или во вторую (от полудня до полуночи) смену, причем 
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на протяжении недели каждый моряк все дни работает в 

одну и ту же смену. 

b) Каждый моряк должен дежурить ровно четыре дня, 

даже если в какой-то день реальной работы недостаточно. 

В таблице 7 показано, сколько моряков должно дежу-

рить каждый день в каждую смену. Сформулируйте для 

данной задачи модель ЛП, чтобы узнать, сколько моряков 

должно работать каждый день. 

Таблица 7 

 

Пн Вт Ср Чт Пт 

1 смена 800 500 1000 300 750 

2 смена 900 1000 450 800 700 

10. Ресторан работает 7 дней в неделю. Официанты ра-

ботают 6 часов в день. Договор с профсоюзом предусматри-

вает, что каждый должен работать 5 дней подряд, а затем 2 

дня отдыхать. У всех официантов одинаковый еженедель-

ный оклад. Требования штатного расписания представлены 

в таблице 8. Предполагая, что эти требования циклически 

повторяются, а также игнорируя тот факт, что число наня-

тых официантов должно быть целым, постройте модель ЛП, 

которая позволит руководству составить расписание, удов-

летворяющее заданным требованиям при минимальных за-

тратах. 

Таблица 8 

День недели 

Минимальное необходимое ко-

личество часов работы официантов 

Понедельник 200 

Вторник 250 

Среда 450 

Четверг 350 

Пятница 850 

Суббота 900 

Воскресенье 300 
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Лабораторная работа №2   
« Методы решения задач линейного программи-

рования: графический метод» 

 
2.1. Цель работы 

 

Приобретение навыков  решения задач линейного про-

граммирования с помощью графического метода. 

 

2.2. Порядок выполнения работы 
 

Согласно номеру своего варианта выберите условие  

задачи и постройте ее  математическую модель. На основе 

полученной математической модели создайте ее представ-

ление в Excel.  

 Найдите оптимальное решение задачи гра-

фическим методом. 

 Для задачи о распределении ресурсов из ла-

бораторной работы №1 найдите оптимальное решение  

графическом методом  

 
2.3. Теоретическая часть 

Рассмотрим задачу линейного программирования с 

двумя переменными: 

Целевая функция (ЦФ) 

                        ; 

при ограничениях 

 

                  

                  

 
                  

  

            

(2.1) 
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Такая задача может быть решена графически ввиду то-

го, что в этом случае легко строить ОДР (область допусти-

мых решений). Она представляет собой многоугольник 

(ограниченный или нет, либо вовсе пустое множество), 

стороны которого лежат на прямых, получаемых из систе-

мы ограничений задачи 

 

                          
 

Экстремальные значения целевой функции достигают-

ся в угловых точках ОДР, принадлежащих опорным пря-

мым к ОДР, т.е. крайним линиям уровня целевой функции 

по отношению к ОДР. 

 

Алгоритм графического решения ЗЛП 

1) Построить ОДР. 

2) Построить вектор градиента                 це-

левой функции (он указывает на направление возрастания 

целевой функции). 

3) Построить нижнюю и верхнюю опорные прямые   

и  , т.е. крайние линии уровня целевой функции, имеющие 

общие точки с ОДР. 

4) Определить координаты экстремальных точек 

(               ) и вычислить значения целевой 

функции  них. 

Замечание. Если ОДР – пустое множество, то задача не 

имеет решения ввиду несовместности системы ограниче-

ний. Если ОДР неограничена по направлению вектора гра-

диента целевой функции, то сама целевая функция неогра-

ничена сверху в этой области и принимаем         
  . Если ОДР неограничена в направлении, противопо-

ложном вектору градиента целевой функции, то сама целе-
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вая функция неограничена снизу в этой области и прини-

маем           .  

Замечание. Графически каждому из неравенств соот-

ветствует полуплоскость. Чтобы её изобразить, нужно сна-

чала нарисовать прямую, заменив знак в неравенстве на 

“=”. Затем нужно выбрать одну из двух полуплоскостей, на 

которые прямая разделяет плоскость, и заштриховать эту 

полуплоскость. Чтобы правильно выбрать, нужно взять 

какую-нибудь точку плоскости, не лежащую на прямой, и 

подставить в неравенство. Если неравенство выполняется, 

то точка лежит в нужной полуплоскости, иначе нужно вы-

брать другую полуплоскость. 

 

Пример 1 . Решим графическим методом задачу о рас-

пределении ресурсов из лабораторной работы №1: 

 
                   

  
  
  
  

 

     
     

          
        

  

          

 

Решение. Построим область допустимых решений за-

дачи. По условию задачи          , т.е. мы рассмат-

риваем только точки, принадлежащие первой четверти.   

Рассмотрим первое неравенство системы ограничений: 

     . Построим прямую      .  Она проходит парал-

лельно оси    . Так как знак неравенства   , то нас инте-

ресуют точки, лежащие левее построенной прямой (см. 

рис.2.1).  

Рассмотрим второе неравенство системы ограничений: 

     . Построим прямую      .  Она проходит парал-
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лельно оси    . Так как знак неравенства   , то нас инте-

ресуют точки, лежащие ниже построенной прямой (см. 

рис.2.1)..  

Рассмотрим третье неравенство системы ограничений: 

          . Построим прямую            . Запи-

шем для данной прямой уравнение в отрезках: 

 

                 
  

   
 

   

   
     

  

   
 

  

  
   

 

Итак, прямая проходит через точки         и       . 

Теперь нужно выбрать одну из двух полуплоскостей, на 

которые прямая разделила плоскость, и заштриховать эту 

полуплоскость. Чтобы правильно выбрать, возьмем точку 

плоскости, не лежащую на прямой, и подставим ее в нера-

венство. Например, точка       не лежит на прямой:  

          
Неравенство верное, следовательно, нас интересуют 

точки лежащие ниже построенной нами прямой (см. 

рис.2.1).. 

Рассмотрим четвертое неравенство системы ограниче-

ний:         . Построим прямую          . Запи-

шем для данной прямой уравнение в отрезках: 

 

              
  

  
 

  

  
     

 

Итак, прямая проходит через точки        и       . 

Теперь нужно выбрать одну из двух полуплоскостей, на 

которые прямая разделила плоскость, и заштриховать эту 
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полуплоскость. Чтобы правильно выбрать, возьмем точку 

плоскости, не лежащую на прямой, и подставим ее в нера-

венство. Например, точка       не лежит на прямой:  

 

     
 

Неравенство верное, следовательно, нас интересуют 

точки лежащие ниже построенной нами прямой (см. 

рис.2.1).. 

 

 

 

 
Рис 2. 1 
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Жирной линией выделим границу ОДР – выпуклый 

шестиугольник       . 

Построим теперь вектор градиента целевой функции 

              . Напомним, что вектор градиента указы-

вает на направление возрастания целевой функции 

              .  Прямая с уравнением       
       представляет собой «нулевую» линию уровня 

функции, проходит через начало координат и перпендику-

лярна вектору        .  

Передвигая эту прямую параллельно себе, или перпен-

дикулярно       , и фиксируем два ее крайних положения 

( отмечены буквами   и  ). Эти прямые должны иметь с 

границей   либо общую вершину, либо отрезок, причем  

направление от   к  , совпадает с направлением       . В 

нашем случае    проходит через точку  ,  а   - через точку 

 . Эти прямые называются соответственно нижней и верх-

ней опорными прямыми для  .  

Поскольку нас интересует максимальное значение, то 

нам необходимо определить координаты точки  , являю-

щейся точкой пересечения (1) и (4) прямых.  

 

Имеем  

 
     

        
           

Вычислим значение функции:  
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2.4. Примерные вопросы на защите работы 
1. Как строится область допустимых решений 

задачи линейного программирования с двумя пе-

ременными? 

2. Может ли область допустимых решений 

быть невыпуклым многоугольником? 

3. Может ли область допустимых решений 

быть открытым множеством? пустым? 

4. Какая прямая называется опорной к области  

допустимых решений? 

5. Может ли линия уровня целевой функции 

быть параллельной вектору целевой функции? 

6. Может ли задача линейного программирова-

ния с двумя переменными иметь ровно два опти-

мальных решения? 

7. Какой вывод можно сделать, если область 

допустимых решений не ограничена по направ-

лению, противоположному градиенту целевой 

функции? 

8. Каков геометрический смысл коэффициентов 

при неравенствах в системе ограничений? 

9. Каков геометрический смысл коэффициентов 

целевой функции? 

10. Можно ли решить графически задачу линей-

ного программирования, если на некоторые ее 

переменные не наложены условия неотрицатель-

ности? 
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2.5. Варианты 

Во всех задачах     ,      

Вариант 1 Вариант 2 

              

 
         
         

  

              

 
            

         
  

 

Вариант 3 Вариант 4 

            

 
         
         

  

 

              

 
       

        
  

 

Вариант 5 Вариант 6 

              

 
    
    

       

  

 

             

 
       

         
  

Вариант 7 Вариант 8 

             

 
         
        

  

              

 
        

    
    

  

Вариант 9 Вариант 10 

             

 
       

    
    

  

             

 
          
          

  

Вариант 11 Вариант 12 
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Вариант 13 Вариант 14 

            

 
         
          

  

             

 

          
       
       

  

Вариант 15 Вариант 16 

              

 
    
    

         

  

             

 
         

           
  

Вариант 17 Вариант 18 

             

 
          

    
    

  

              

 
         
        

  

Вариант 19 Вариант 20 

              

 
         

          
  

              

 
          

     
    

  

Вариант 21 Вариант 22 

             

 
         

          
  

             

 
         

           
  

Вариант 23 Вариант 24 

             

 
        
        

  

             

 
         
          

  

Вариант 25 Вариант 26 
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Вариант 27 Вариант 28 

             

 
 
 

 
 

          

   
 

 

   
 

 

  

              

 
        
        

  

Вариант 29 Вариант 30 
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Лабораторная работа №3   
«Методы решения задач линейного программи-

рования: решение задачи с помощью надстройки 
«Поиск решения»» 

 
3.1. Цель работы 

Приобретение навыков  решения задач линейного про-

граммирования с помощью надстройки "Поиск решения" в 

Microsoft Excel . 

 

3.2. Порядок выполнения работы 
 

Согласно номеру своего варианта выберите условие  

задачи и постройте ее  математическую модель. На основе 

полученной математической модели создайте ее представ-

ление в Excel.  

 Для каждой задачи из лабораторной работы 

№ 1  на основе полученных математических моделей 

создайте их представление в Excel.  

 Сделайте проверку полученных табличных 

моделей путем задания различных значений перемен-

ных решения с целью выявить возможные ошибки 

 Найдите оптимальное решение задач с по-

мощью надстройки Поиск решения. Сделайте выводы. 

 
3.3. Теоретическая часть 

 

 Модель ЛП и ее  представление в электронных 

таблицах 
 

Электронная таблица хорошо подходит для представ-

ления моделей ЛП, особенно при проведения анализа "что 

- если". Однако никогда не надо начинать формулировку 
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модели ЛП сразу в электронной таблице. Для создания 

правильной модели ЛП в Excel данный процесс лучше раз-

бить на три этапа. 

  
   Приведем рекомендации по созданию табличной мо-

дели ЛП в Excel 

1) Каждая переменная решения располагается в 

отдельной ячейке, ячейки группируются по стро-

кам или столбцам; каждому ограничению отводит-

ся отдельная строка или столбец таблицы. Как пра-

вило, переменные решения расположены по столб-

цам, а ограничения – по строкам. 

2) Переменные решения группируются в от-

дельный блок столбцов/строк; аналогично ограни-

чения группируются в свой блок строк/столбцов. 

Написание и проверка математической модели ЛП 

•Модель записывается на бумаге в математическом виде. 
затем анализируется формулировки математической задачи 
с целью выявления возожных логических ошибок 

Создание и отладка табличной модели ЛП 

•На основе математической модели создается ее 
представление в Ecel. Затем производится проверка 
полученной таблично модели путем задания различных 
значений переменных решения с целью выявить возможные 
ошибки 

Попытка оптимизации модели с помощью надстройки 
"Поиск решения" 

•Если модель некорректно сформулирована, результатом 
чаще всего будет сообщение об ошибке. тогда нужно 
исправить модель, возможно, вернувшись к первому этапу. 
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3) Все ячейки, содержащие переменные реше-

ния и целевую функцию имеют заголовки в верх-

ней части своего столбца, а все ограничения имеют 

заголовки в крайней слева ячейке своей строки. 

4) Коэффициенты целевой функции хранятся в 

отдельной строке, располагаясь непосредственно 

над соответствующими переменными решения; 

формула для вычисления целевой функции нахо-

дится в соседней ячейке. 

5) Чтобы модель была понятней, ячейки с пе-

ременными решения и целевой функцией выделя-

ются рамкой по границе ячеек и/или заливкой яче-

ек. 

6) Коэффициент перед определенной перемен-

ной решения в каком-либо ограничения записыва-

ется в ячейку на пересечении столбца (строки), со-

держащего данную переменную решения, и строки 

(столбца), содержащей это ограничение. 

7) В каждой строке ограничений за ячейками, 

содержащими коэффициенты данного ограниче-

ния, следует ячейка, в которую записано вычис-

ленное значение функции ограничения (значение 

левой части неравенства), за ней следует ячейка, в 

которой стоит соответствующий знак неравенства, 

а затем ячейка, содержащая значение правой части 

неравенства. Дополнительно может включаться 

ячейка с формулой резерва, т.е. разности между 

значениями левой и правой частей неравенства, 

вычисляемой таким образом, чтобы она была неот-

рицательной при соответствии ограничению. 

8) Ячейки, содержащие правые части ограниче-

ний, должны включать константы или формулы, в 

которые не входят переменные решения – все фор-

мулы в правой части, прямо или косвенно связан-
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ные с переменными решения, должны быть пере-

несены в левую часть с помощью алгебраических 

преобразований данного неравенства. 

9) Не следует использовать в формулах модели 

ЛП функции Excel     ,    ,    ,     и другие 

нелинейные функции. Такие функции могут ис-

пользоваться в формулах рабочего листа, но только 

в том случае, если они не влияют на вычисление 

целевой функции. 

10) Условие неотрицательности перемен-

ных решения не обязательно включать в таблич-

ную модель. Как правило, они опускаются и ука-

зываются непосредственно в диалоговом окне 

средства Поиск решения. 

Пример 1.  Для задачи о распределении ресурсов из 

лабораторной работы № 1  разработайте на  основе полу-

ченной математической модели ее  табличную модель.  

Решение. Математическая модель имеет вид: 

                   

 

     
     

          
        

  

          
 

Здесь    - дневной выпуск  телевизоров марки Astro 

(шт/день);    - дневной выпуск телевизоров марки Cosmo 

(шт/день). 

Построение табличной модели 

 

После построения математической модели мы перехо-

дим к созданию табличной модели. Сначала сведем данные 
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– параметры, характеризующие выпуск продукции, в еди-

ную таблицу.  

В табличной модели каждой переменной и каждому 

коэффициенту задачи поставлена в соответствие конкрет-

ная ячейка в Excel. Имя ячейки состоит из буквы, обозна-

чающей столбец, и цифры, обозначающей строку, на пере-

сечении которых находится объект задачи. Например, пе-

ременным нашей задачи соответствуют ячейки B11 (  ), 

C11 (  ), коэффициентам целевой функции соответствуют 

ячейки B7 (     ), C7 (     ), правым частям ограни-

чений соответствуют ячейки D18, D19 , D20, D21  и т. д. 

 
 Здесь в колонке «Запас ресурса» указаны предельные 

расходы ресурсов, которые ежедневно может позволить 

себе производитель. В колонках Аstro и Cosmo указан 

расход имеющихся ресурсов на единицу продукции. В 
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строке прибыль указаны величины прибыли от продажи 

одного телевизора марки Аstro и одного телевизора Cosmo. 

Ввод зависимостей из математической модели в таб-

личную 

Зависимость для ЦФ. В ячейку B15, в которой будет 

отображаться значение целевой функции, необходимо вве-

сти формулу, по которой это значение будет рассчитано. 

Согласно нашей модели значение целевой функции опре-

деляется выражением 

          
Используя обозначения соответствующих ячеек в 

Excel, формулу для расчета целевой функции можно запи-

сать как сумму произведений каждой из ячеек, отведен-

ных для значений переменных задачи (B11, C11), на соот-

ветствующую ячейку, отведенную для коэффициентов ЦФ 

(B7, C7), то есть 

              
Чтобы задать данную формулу необходимо в ячейку 

B15 ввести следующее выражение и нажать клавишу "En-

ter" 
=СУММПРОИЗВ(B$11:C$11;B7:C7),  

где символ $ перед номером строки 11 означает, что 

при копировании этой формулы в другие места листа Excel 

номер строки 11 не изменится; 

символ : означает, что в формуле будут использованы 

все ячейки, расположенные между ячейками, указанными 

слева и справа от двоеточия (например, запись B11:C11 

указывает на ячейки B11 и C11). После этого в целевой 

ячейке появится 0 (нулевое значение). 

Замечание. Существует другой способ задания функ-

ций в Excel с помощью режима «Вставка функций», ко-

торый можно вызвать из меню «Вставка» или при нажа-

тии кнопки    на стандартной панели инструментов. Так, 
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например, формулу (1.4) можно задать следующим обра-

зом: 

 курсор в поле B15; 

 нажав кнопку    , вызовите окно «Мастер 

функций – шаг 1 из 2»; 

 выберите в окне «Категория» категорию «Ма-

тематические»; 

 в окне «Функция»  выберите функцию 

СУММПРОИЗВ; 

 в появившемся окне «СУММПРОИЗВ» в стро-

ку «Массив 1» введите выражение B$11:С$11, а в строку 

«Массив 2» – выражение B7:С7; 

 после ввода ячеек в строки «Массив 1» и «Мас-

сив 2» в окне «СУММПРОИЗВ» появятся числовые зна-

чения введенных массивов (см. рисунок ниже), а в экран-

ной форме в ячейке B15 появится текущее значение, вы-

численное по введенной формуле, то есть 0 (так как в мо-

мент ввода формулы значения переменных задачи нуле-

вые). 
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Зависимости для левых частей ограничений. Левые 

части ограничений задачи представляют собой сумму про-

изведений каждой из ячеек, отведенных для значений пе-

ременных задачи (B11, C11), на соответствующую ячейку, 

отведенную для коэффициентов конкретного ограничения 

(B3:С6). Формулы, соответствующие левым частям огра-

ничений, представлены в  следующие таблице: 

Левая часть огра-

ничения 
Формула Excel 

   =СУММПРОИЗВ(B$11:С$11;B3:С3) 

   =СУММПРОИЗВ(B$11:С$11;B4:С4) 

       =СУММПРОИЗВ(B$11:С$11;B5:С5) 

      =СУММПРОИЗВ(B$11:С$11;B6:С6) 

Как видно из таблицы, формулы, задающие левые час-

ти ограничений задачи, отличаются друг от друга и от 

формулы в целевой ячейке B15 только номером строки во 

втором массиве. Этот номер определяется той строкой, в 

которой ограничение записано в экранной форме. Поэтому 

для задания зависимостей для левых частей ограничений 

достаточно ввести формулу для первого ограничения и 

скопировать ее в остальные ячейки левых частей ограни-

чений.  

Проверка правильности введения формул 

Для проверки правильности введенных формул произ-

водите поочередно двойное нажатие левой клавиши мыши 

на ячейки с формулами. При этом на экране рамкой будут 

выделяться ячейки, используемые в формуле. Так же за-

дайте ненулевые значения переменных    и    и сравните 
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получившиеся значения с значениями вычисленными 

вручную с помощью математической модели. 

 
В столбце запас ресурса еще раз укажем введенные ра-

нее ограничения. Резерв ресурса вычислим по формуле 

                    
В итоге наша табличная модель должна приобрести 

следующий вид: 
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Пример 2. Для задачи о составлении смеси из лабора-

торной работы № 1  составьте ее табличную модель. 

 

Решение.  Математическая модель имеет вид: 

                                 

 

                  
                         

                      
             

  

                    
 

Здесь     — часть тонны, состоящая из руды с шахты 

1;    — часть тонны, состоящая из руды с шахты 2;    — 
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часть тонны, состоящая из руды с шахты 3;    — часть 

тонны, состоящая из руды с шахты 4. 

Построение  табличной модели 

Табличная модель задачи будет выглядеть следующим 

образом: 

 
Пример 3. Решим теперь задачу о распределении ре-

сурсов из лабораторной работы №1 с помощью надстройки 

Поиск решения: 

Запускаем Поиск решения и в открывшемся диалого-

вом окне устанавливаем необходимые параметры. Внеш-

ний вид диалоговых окон в разных версиях MS Office  не-

сколько различается: 
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До Excel 2010:

 
Начиная с Excel 2010:

 
 

Целевая ячейка - ячейка, в которой должен получиться 

желаемый результат. Целевая ячейка может быть только 

одна. 

Варианты оптимизации:  максимальное возможное 

значение, минимальное возможное значе-
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ние или конкретное значение. Если требуется получить 

конкретное значение, то его следует указать в поле ввода 

Изменяемых ячеек может быть несколько: отдельные 

ячейки или диапазоны. Собственно, именно в них Excel 

перебирает варианты с тем, чтобы получить в целевой 

ячейке заданное значение 

Ограничения задаются с помощью кнопки Добавить. 

Задание ограничений, пожалуй, не менее важный и слож-

ный этап, чем построение формул. Именно ограничения 

обеспечивают получение правильного результата. Ограни-

чения можно задавать как для отдельных ячеек, так и для 

диапазонов. Помимо всем понятных знаков =, >=, <=, при 

задании ограничений можно использовать варианты цел 

(целое), бин (бинарное или двоичное, т.е. 0 или 1), раз (все 

разные - только начиная с версии Excel 2010). 

 
В данном примере ограничений шесть: ограничения 

на трудовые и ресурсы плюс условия неотрицательности 

переменных.  Эти ограничения можно задать по-разному: 

либо установить явно, воспользовавшись кнопкой Доба-

вить, либо поставить флажок Сделать переменные без 

ограничений неотрицательными. 

Для версий до Excel 2010 этот флажок можно найти в 

диалоговом окне Параметры Поиска решения, которое 

открывается при нажатии на кнопку Параметры 
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Кнопка, включающая итеративные вычисления с за-

данными параметрами. 

А флажок "линейная модель" устанавливать необяза-

тельно? 

После нажатия кнопки Найти решение (Выпол-

нить) Вы уже можете видеть в таблице полученный ре-

зультат. При этом на экране появляется диалоговое ок-

но Результаты поиска решения.  

1 вариант.  Сообщение об успешном решении задачи 

Начиная с Excel 2010: 
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До Excel 2010: 

 
2 вариант.  Сообщение при неограниченности целевой 

функции в требуемом направлении  

Начиная с Excel 2010: 
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До Excel 2010: 

 
3 вариант.  Сообщение при несовместности системы 

ограничений задачи  
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Начиная с Excel 2010:

 
До Excel 2010: 

 
Если результат, который Вы видите в таблице Вас уст-

раивает, то в диалоговом окне Результаты поиска реше-

ния нажимаете ОК и фиксируете результат в таблице. Ес-

ли же результат Вас не устроил, то нажимаете Отмена и 

возвращаетесь к предыдущему состоянию таблицы.  

Решение данной задачи выглядит так 
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Сравнивая полученные результаты, видим что они 

совпали с полученными графическим методом в лабора-

торной работе №2. 

 

3.4. Примерные вопросы на защите работы 
 

Вопросы останутся теми же, что и в лаб. работе №2. 

1. Как строится область допустимых решений 

задачи линейного программирования с двумя пе-

ременными? 

2. Может ли область допустимых решений 

быть невыпуклым многоугольником? 

3. Может ли область допустимых решений 

быть открытым множеством? пустым? 

4. Какая прямая называется опорной к области  

допустимых решений? 
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5. Может ли линия уровня целевой функции 

быть параллельной вектору целевой функции? 

6. Может ли задача линейного программирова-

ния с двумя переменными иметь ровно два опти-

мальных решения? 

7. Какой вывод можно сделать, если область 

допустимых решений не ограничена по направ-

лению, противоположному градиенту целевой 

функции? 

8. Каков геометрический смысл коэффициентов 

при неравенствах в системе ограничений? 

9. Каков геометрический смысл коэффициентов 

целевой функции? 

10. Можно ли решить графически задачу линей-

ного программирования, если на некоторые ее 

переменные не наложены условия неотрицатель-

ности? 
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Лабораторная работа №4 
 «Стандартная транспортная задача» 

 
4.1. Цель работы 

 

Приобретение навыков построения математических 

моделей стандартных транспортных задач  и  их представ-

ление  в Microsoft Excel. 

4.2. Порядок выполнения работы 
 

 Согласно номеру своего варианта выберите условие 

задачи. 

 Постройте математическую модель задачи, включая 

транспортную таблицу. 

 На основе полученной математической модели соз-

дайте ее представление в Excel.  

 Сделайте проверку полученной табличной модели 

путем задания различных значений переменных и ре-

шения с целью выявить возможные ошибки.  

 Решите задачу методом потенциалов. 

 Найдите оптимальное решение задачи в Excel. 

 Сравните полученные результаты и сделайте выво-

ды. 

 

4.3. Теоретическая часть 
 

Пусть имеется   станций отправления        , на ко-

торых сосредоточены объемы груза         и   станций 

назначения        , на которых есть потребность в этих 

грузах        , причем сумма запасов груза равна сумме 

потребности в них, т.е.  
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Известна стоимость перевозки единицы груза     со 

станции    на станцию   . Требуется так спланировать 

объемы перевозок     со станции    на станцию   , чтобы 

все запасы были бы вывезены, все потребности удовлетво-

рены и суммарная стоимость перевозок была бы мини-

мальной. 

Сведем все данные в таблицу 

 

                                  

                                

                                

                                

                                

                                  

 

Математическая модель транспортной задачи имеет 

вид: 

             

 

   

 

   

     

 
 
 

 
 

                

 
                

                

 
                

  

           

Если условие баланса    
 
       

 
    выполняется, то 

транспортная задача называется сбалансированной, в 
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противном случае – несбалансированной. Поскольку ог-

раничения модели могут быть выполнены только при сба-

лансированной транспортной задаче, то при построении 

транспортной модели необходимо проверять условие ба-

ланса. В случае, когда суммарные запасы превышают 

суммарные потребности, необходим дополнительный 

фиктивный пункт потребления, который будет формаль-

но потреблять существующий излишек запасов, то есть 

      

 

   

    

 

   

 

Если суммарные потребности превышают суммарные 

запасы, то необходим дополнительный фиктивный пункт 

отправления, формально восполняющий существующий 

недостаток продукции в пунктах отправления: 

      

 

   

    

 

   

 

Введение фиктивного потребителя или отправителя 

повлечет необходимость формального задания фиктив-

ных тарифов    
 

 (реально не существующих) для фиктив-

ных перевозок. Расходы    
 

 по доставке груза до фиктив-

ного потребителя или фиктивного поставщика равны ну-

лю, так как груз фактически не перевозится.  

 

Алгоритм решения транспортной задачи методом 

потенциалов 

1. Найти исходное допустимое базисное реше-

ние. число базисных (заполненных) клеток должно 

быть равно      . Если их оказалось меньше по-

ставить недостающее число нулей с учетом того, что 
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не должно существовать цикла, все вершины которого 

лежат в базисных клетках. 

2. Найти потенциалы из системы уравнений  

          для базисных клеток. 

3. Найти свободную клетку, для которой не вы-

полняется неравенство  

           
Если таких клеток нет, то решение оптимально. 

4. Для найденной свободной клетки построить 

цикл ее пересчета и осуществить сдвиг по нему на ве-

личину, равную минимальному объему перевозки в от-

рицательных вершинах цикла. Построить новую таб-

лицу перевозок. Если клеток с минимальным объемом 

несколько, то только одну из них перевести в разряд 

свободных. Остальные оставить среди базисных с ну-

левым объемом перевозки. 

5. См. п.2. 

Пример. Решить транспортную задачу: 

 

                 

   
                

    
         

   
                

    
         

   
               

   
         

   
               

   
         

                  

 

Решение. 
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Так как    
 
                      и 

   
 
                       , то данная 

транспортная задача является сбалансированной. Следова-

тельно, добавлять фиктивного потребителя или фиктивно-

го поставщика не требуется.  

 

Шаг 1. Построение опорного плана 

 

Опорным, называется любой допустимый базисный, 

как правило, не оптимальный план, который является ис-

ходным для последующего решения. Для построения 

опорного плана существует ряд методов. Самый простой 

из них – метод северо-западного угла. 

 

Метод северо-западного угла 

 

Берем «северо-западную» клетку матрицы – это клетка 

     и записываем в нее максимально возможную поставку 

– 40 т (объем выгрузки 40 т, ресурсы станции отправления 

100т). Поскольку ресурсы станции отправления    не ис-

черпаны, следуем по первой строке вправо и записываем в 

клетку      максимально возможный объем перевозки  – 60 

т. Таким образом получается, что ресурсы станции    пол-

ностью использованы, однако спрос станции назначения    

не удовлетворен. Тогда от клетки      опускаемся вниз до 

клетки      и записываем в нее поставку равную 20 т. Опи-

санным способом следуем далее до последней «юго-

западной» клетки матрицы. В результате получаем допус-

тимый базисный  план перевозок груза.  
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В результате получаем допустимый базисный план пе-

ревозок груза.  Стоимость перевозки составит:  

                                     
                

Количество  клеток матрицы, содержащих перевозки, 

должно быть равно      . В нашем случае это условие 

соблюдается: 8 = 4 + 5 – 1.  

Метод северо-западного угла имеет существенный не-

достаток. При его использовании не учитываются значения 

показателей критерия оптимальности в клетках матрицы. 

Поэтому поставки могут попасть в «дорогие» клетки с за-

ведомо высокой ценой. Опорный план, полученный с ис-

пользованием данного метода, как правило, далек от опти-

мального, что обусловливает большой объем последую-

щих расчетов для доведения его до оптимального. Опи-

санный метод обычно не применяется.  

 

Метод наименьшей стоимости 

 

Наиболее предпочтительным при ручном решении 

транспортных задач считается метод минимальной стои-
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мости. Суть его в следующем. В транспортной матрице 

выбирается клетка с минимальной стоимостью. В нашем 

случае это клетка     . В нее записывается максимально 

возможная поставка – это 90 т: 

                 

   
                

    ;   ; 0 X  X  5

0 
 5

0 
 X 

   
                

                     6

0 
 X  X 

   
               

  ; 0 
X  X  X  X     

   
               

      
X      X  X  X 

    

  
   

   

  

    

   

  

   

  
   

  
 

После осуществления данной перевозки спрос станции 

    полностью удовлетворен, а на станции    товара 

больше не осталось. Поэтому  столбец 5 и строку 2 следует 

из дальнейшего построения плана исключаем (ставим “Х ” 

в пустые клетки).  

Следующие по величине показателя критерия опти-

мальности клетки со стоимостью 4 – это  клетки       и 

    . Выбираем одну из них, например,      и записыва-

ем в нее поставку 40 т.  В результате данной поставки 

спрос станции     полностью удовлетворен, следователь-

но, столбец 1 исключается из дальнейшего построения 

плана. На станции    останется              груза.  

Далее идет клетка      – поставка 30 т, потом       – 

50 т,      – 50 т. Все оставшиеся ресурсы по станциям по-
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грузки распределяем между клетками третьего столбца в 

клетки      и     .  

После составления опорного плана во избежание оши-

бок целесообразно проверить балансы по строкам и по 

столбцам матрицы.  Стоимость данной перевозки: 

           
Таким образом, построенный план значительно лучше 

плана, построенного методом северо-западного угла. Од-

нако число базисных клеток в плане – 7. Это не соответст-

вует требованию к числу заполненных клеток.  

Поэтому необходимо ввести недостающее количество 

базисных клеток с нулевыми поставками. В нашем случае 

необходимо ввести одну нулевую поставку.  Нулевую по-

ставку необходимо вводить в матрицу рядом с базисной 

клеткой, которая обусловила «пропажу» базисной клетки. 

Для того чтобы понять, почему «пропадают» поставки, 

обратимся к методу северо-западного  угла. Из построен-

ного  этим методом плана следует, что как только была за-

полнена «северо-западная» клетка, рядом с ней сразу появ-

ляется соседняя базисная клетка, потом еще одна и т.д. 

Цепочка базисных клеток без разрыва следует до «юго-

восточного угла» матрицы. Однако если бы в этой цепочке 

появилась клетка, связывающая поставщика и потребителя 

с равными объемами погрузки и выгрузки, и в нее была бы 

записана такая же поставка, то это привело бы к пропаже 

базисной клетки.  

Описанная ситуация имела место в плане, когда в 

клетку       была введена перевозка 90 т, равная объемам 

погрузки и выгрузки по соответствующим станциям. По-

этому необходимо ввести в план дополнительную базис-

ную клетку с нулевой поставкой. Эта клетка должна стоять 

рядом с клеткой     . Из трех соседних клеток следует 

выбрать клетку с минимальной стоимостью, например, 

    . Записываем в нее перевозку, равную «0»: 
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    5

0 
 5
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        6
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Таким образом, причиной вырождения плана транс-

портной задачи является наличие поставщиков и потреби-

телей с равными объемами погрузки и выгрузки или рав-

ными объемами сумм погрузки и выгрузки по нескольким 

станциям в разнообразных комбинациях. Такие случаи не-

обходимо уметь находить для того, чтобы правильно опре-

делять места для нулевых поставок. В процессе решения 

задачи возможны случаи, когда число базисных клеток пре-

вышает величину       –   . Это означает появление 

ошибки вследствие того, что при построении опорного пла-

на в какую-то клетку была введена не максимально воз-

можная поставка.  

 

Шаг2. Проверка плана на оптимальность 

 

Расчет потенциалов 

Проверка плана транспортной задачи в описываемом 

методе на оптимальность осуществляется с помощью по-

тенциалов. Потенциалы – это такие числа, которые по оп-
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ределенным правилам назначаются каждой строке и каж-

дому столбцу. Потенциалы строк обозначим   , потен-

циалы столбцов –   . Они могут принимать любые значе-

ния. Однако для удобства будем считать, что     .  Ос-

тальные потенциалы рассчитываем с помощью формулы 

         .  

 

                 

     

   

             

     
                

    5
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 5
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            *    
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0 
   0 

     
        *   *    

           

     
        *       

           
 

Проверка небазисных клеток на соответствие их 

условию оптимальности 

 

Оптимальный план транспортной задачи должен отве-

чать критерию оптимальности, который выражается в том, 

соответствуют ли небазисные клетки матрицы условию, 

формулируемому следующим выражением:           

Если это условие для всех небазисных клеток выполня-

ется, то план является оптимальным, а если нет, хотя бы для 

одной клетки, то план не оптимален. В нашем случае есть 
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четыре клетки, для которых данное условие не выполняется 

(отмечены звездочкой). 

 

Шаг 3. Улучшение плана 

Поскольку полученный план не оптимален, даль-

нейшие действия алгоритма состоят в его преобразова-

нии в лучшую сторону или просто улучшения.  

 

Построение цикла перераспределения поставок 

 

Улучшение плана осуществляется по одной из неба-

зисных клеток, для которой условие оптимальности оказа-

лось невыполненным. В нашем плане имеется четыре та-

кие клетки. Выбираем одну из них, для которой условие 

оптимальности не выполняется в наибольшей степени. В 

нашем плане это клетка     . Для нее условие оптималь-

ности не выполнено на 4 единицы         –         . 

Для этой клетки строим цикл перераспределения поставок. 

Цикл перераспределения поставок – это такая замкнутая 

ломаная линия, которая проходит по клеткам матрицы хо-

дом шахматной ладьи. В вершинах контура обязательно 

лежит одна небазисная клетка (несоответствующая усло-

вию оптимальности, найденная ранее), а остальные соот-

ветствуют только базисным клеткам. Линии контура могут 

пересекаться. Для небазисной клетки      цикл будет про-

ходить по клеткам                .  
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            +   -    

    5

0 
   5

0 
  

                     

        - 6

0 
 +  0 

                  
           

                  
           

 

Перераспределение поставок 

 

Перераспределение поставок производится по циклу. 

Вначале определим объем перераспределения поставок. 

Для этого присвоим клеткам – вершинам цикла – знаки. В 

небазисную клетку      ставим «+», поскольку в нее будет 

вводиться поставка. Далее, чередуя «+» с «–», расставляем 

знаки по остальным вершинам контура. Величина объема 

перераспределения поставок принимается равной мини-

мальной поставке в отрицательной клетке. Для нашего 

случая               единиц груза. Перераспределение 

заключается в том, что к поставкам в положительных 

клетках найденный объем прибавляется, а для отрицатель-

ных клеток отнимается: 
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   100     

   
                  

        1

0 

50  0 

   
               

           

   
               

           
 

Стоимость новой перевозки       .  

Полученный улучшенный план, в свою очередь, требу-

ет проверки на оптимальность, поэтому необходимо вер-

нуться к шагам 2 и 3. Совокупность действий, описанных в 

операциях 2 и 3, в процессе решения задачи повторяется 

до тех пор, пока не будет получен оптимальный план.  

Для рассматриваемой задачи оптимальный план пере-

возок следующий: 

                

   
                

    1

00 
    

   
                

              0 

   
               

           

   
               

             
Стоимость новой перевозки       .  
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Таким образом, получен план перевозок, обеспечи-

вающий минимальный объем перевозочной работы для 

транспортировки всего груза между станциями погрузки и 

выгрузки.  

 

Решение транспортной задачи линейного програм-

мирования с помощью надстройки «Поиск решения» в 

MS Excel 

 

Рассмотрим последовательность решения предыдуще-

го примера надстройки «Поиск решения» в MS Excel.  

Вначале вводятся исходные данные:

 
Расчет ограничений транспортной задачи необходимо 

выполнять в нижеприведенной последовательности: в 

ячейки столбца С15:С18 вводим зависимость с помощью 

функции СУММ Мастера функций. Для этого в соответст-

вующем диалоговом окне вводим адрес строки. На сле-
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дующем рисунке представлен адрес для ячейки С15. Ана-

логичные расчеты следует выполнить для всех пунктов от-

правления и назначения. 

 
Затем в ячейку D12 вводим целевую функцию, пред-

ставляющую собой сумму произведений стоимость пере-

возки тонны груза  и соответственно объем перевозок, ус-

ловно принятый за единицу по всем пунктам отправления 

и назначения.  



 

83 
 

 
На следующем этапе запускаем «Поиск решения» и за-

полняем соответствующие ячейки. В поле с единицами 

располагаются изменяемые ячейки. Следует помнить, что 

при вводе ограничений должны соблюдаться равенства со-

держимого ячеек рассчитанных сумм указанным в условии 

значениям (балансовые ограничения транспортной задачи). 

Введенные зависимости должны быть равны объему про-

изводства и потребления соответственно. 
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Во вкладке «Параметры» отметить «Линейная модель» 

и «Неотрицательная значения». Затем нажать «Выпол-

нить» и сохранить полученное значение. 
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Как видно из последнего рисунка, стоимость перевоз-

ки, найденная с помощью метода потенциалов, совпадает 

со значением целевой функции определённой с помощью 

надстройки «Поиск решения» в MS Excel. 

 

4.4. Примерные вопросы на защите работы 
 

1. Что такое задача о размещении? 

2. Какова постановка стандартной ТЗ? 

3. Запишите математическую модель ТЗ. 



 

86 
 

4. Перечислите исходные и искомые параметры 

модели ТЗ. 

5. Какова суть каждого из этапов построения 

модели ТЗ? 

6. Раскройте понятие сбалансированности ТЗ. 

7. Чем отличаются друг от друга транспортные 

задачи с правильным и с неправильным балансом? 

8. В чем состоит метод наименьшей стоимости 

построения начального решения (плана)? 

9. Как строится цикл? В чем состоит его мате-

матический смысл? 

10. Как проверить  на оптимальность по-

лученное опорное решение? 

11. Как улучшить неоптимальное реше-

ние транспортной задачи? 

12. Каким образом решить открытую 

транспортную задачу? 
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4.5. Варианты 
 

 

        
        
        
        
        

 запасы 

потребности   

                
                
                
                

 

    
    
    
    

 

для 1-ой группы 

для 2-ой группы 

для 3-ей группы 

для 4-ой группы 

 
Вар. Стоимости перевозок Вар  Стоимости перевозок 

1        
       
       
       
       

 

2        
       
       
       
       

 

3        
       
       
       
       

  

4        
       
       
       
       

 

5        
       
       
       
       

  

6        
       
       
       
       

  

7        
       
       
       
       

  

8        
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Вар. Стоимости перевозок Вар  Стоимости перевозок 

9        
       
       
       
       

  

10        
       
       
       
       

  

11        
       
       
       
       

  

12        
       
       
       
       

  

13        
       
       
       
       

  

14        
       
       
       
       

  

15        
       
       
       
       

  

16        
       
       
       
       

  

17        
       
       
       
       

  

18        
       
       
       
       

  

19        
       
       
       
       

  

20        
       
       
       
       

  

21        
       
       
       
       

  

22        
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Вар. Стоимости перевозок Вар  Стоимости перевозок 

23        
       
       
       
       

 

24        
       
       
       
       

 

25        
       
       
       
       

 

26        
       
       
       
       

 

27        
       
       
       
       

 

28        
       
       
       
       

 

29        
       
       
       
       

 

30        
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Лабораторная работа №5 
 «Симплекс-метод. М-метод» 

 
5.1. Цель работы 

 

Приобретение навыков решения задач линейного про-

граммирования симплекс-методом и М-методом. 

 

5.2. Порядок выполнения работы 
 

 Согласно номеру своего варианта выберите 

условие задачи линейного программирования. 

 Изучите теоретический материал 

 Попытайтесь найти начальное допустимое 

базисное  решение задачи методом Жордана-Гаусса 

 Если начальное допустимое базисное реше-

ние удалось найти, то решите задачу симплекс-

методом, в противном случае используйте М-метод 

 Найдите оптимальное решение задачи в Ex-

cel. 

 Сравните полученные результаты и сделайте 

выводы. 

5.3. Теоретическая часть 
 

Постановка задачи 

Рассмотрим задачу линейного программирования вида 

 

                             (5.1) 

 

                      

                      

 
                      

  (5.2) 
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Здесь     . 

Если все ограничения системы заданы уравнениями и 

переменные неотрицательные, то такая модель задачи ли-

нейного программирования (ЗЛП) называется канониче-

ской. 

Если хотя бы одно ограничение является неравенст-

вом, то модель задачи не является канонической. Чтобы 

перейти от неканонической модели к канонической, необ-

ходимо в каждое неравенство ввести балансовую перемен-

ную. Если знак неравенства ≤, то переменная вводится со 

знаком плюс, если знак неравенства ≥, то со знаком минус. 

В целевую функцию балансовые переменные не вводятся. 

Кроме того, если правая часть какого-либо ограничения 

отрицательна, то нужно домножить обе части данного ог-

раничения на (-1).  

                              

 

 

 

                      

                      

 
                      

   

 
 

В матричном виде система (5.1)-(5.2) будет иметь вид: 

                
    ,      

Здесь  

   

          

          

    
          

 ,    

  

  

 
  

 ,    

  

  

 
  

 , 

           . 
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Пусть ранг матрицы   равен    . Без ограничения 

общности, будем считать, что базисными переменными 

являются первые   неизвестных           . Неизвестные 

               будут свободными переменными.  

Общее решение системы (5.2), которое можно полу-

чить, например,  с помощью метода Жордана-Гаусса,  за-

пишется в виде 

 

 
                                  

 
                                   

  (5.3) 

Целевая функция (5.1) примет вид 

 

                                   

(5.4) 

Решение системы уравнений называется базисным. ес-

ли свободные переменные равны нулю. 

Базисное решение системы уравнений называется до-

пустимым базисным, если базисные переменные неотри-

цательны. 

(5.3) и (5.4) будем называть стандартной формой за-

писи допустимого базисного решения. 

 

Идея симплекс-метода 

ЗЛП со многими переменными не имеют такой ясной 

геометрической интерпретации, как задачи с двумя пере-

менными. Для решения таких задач можно использовать 

симплекс-метод. 

В основу симплекс-метода и многих его модификаций 

лежат следующие принципы: 

 Решение ЗЛП, если оно существует, всегда 

находится на границе области допустимых решений 

(ОДР). 
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 Если оптимальное решение единственно, то 

оно всегда достигается в одной из вершин ОДР. 

 Для того, чтобы найти оптимальное решение, 

достаточно перебрать все вершины многогранника и 

выбрать ту, в которой целевая функция принимает 

оптимальное значение. Такие решения называют до-

пустимыми базисными решениями. 

 Этап нахождения допустимых базисных ре-

шений - координат вершин ОДР - является состав-

ной частью любого алгоритма поиска оптимального 

решения. 

 Алгоритм перебора допустимых решений для 

поиска оптимума в симплекс-методе организуется 

целенаправленно так, чтобы при переходе от одной 

вершины к другой значение целевой функции не 

возрастало (в задаче на минимум). 

 Если на одном из этапов переход к соседним 

вершинам ОДР  приводит к уменьшению (в задаче 

на минимум) целевой функции, то поиск прекраща-

ется, а найденное допустимое базисное решение яв-

ляется оптимальным. 

 

Итак, симплекс-метод - это рациональный  перебор до-

пустимых базисных решений системы (5.2), при котором 

целевая функция (5.1), по крайней мере, не увеличивается. 

Целевая функция будет изменяться при изменении 

свободных переменных. Так как свободные переменные 

можно только увеличивать, выберем ту, при увеличении 

которой целевая функция уменьшается. Очевидно, что это 

та неизвестная, которая входит в выражение для целевой 

функции, записанной в стандартной форме, со знаком "+", 

т.е. та у которой в выражении (5.4) коэффициент    поло-

жительный. Если таких свободных неизвестных нет, реше-
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ние уже оптимально, так как целевую функцию уменьшить 

нельзя. 

Предположим, что     . Посмотрим, что происходит 

с базисными неизвестными при увеличении   . При увели-

чении    базисные переменные увеличиваются или умень-

шаются в зависимости от знака коэффициента     в урав-

нениях системы (5.3). Нас интересуют только те базисные 

переменные, которые уменьшаются, так как, в силу усло-

вия неотрицательности, они могут уменьшаться только до 

нуля. Таким образом, мы рассматриваем только      . 

Если таких коэффициентов нет, то целевую функцию 

можно уменьшать неограниченно, то есть задача решения 

не имеет, так как целевая функция не ограничена снизу.  

Среди положительных коэффициентов     выбираем 

тот, для которого отношение 
  

   
 минимально, так как 

именно эта базисная неизвестная раньше всех обращается 

в нуль.  

Коэффициент    , при выбранных свободной и базис-

ной переменных, назовем генеральным (разрешающим) 

элементом.  Столбец коэффициентов при выбранной сво-

бодной переменной - генеральным (разрешающим) столб-

цом, а строку коэффициентов при выбранной базисной пе-

ременной - генеральной (разрешающей) строкой. Все ука-

занные коэффициенты     рассматриваются с теми знака-

ми, с которыми они входят в скобках. 

Теперь поменяем ролями выбранные переменные: 

пусть    будет новой базисной переменной, а    - новой  

свободной переменной. Из соответствующего уравнения 

системы (5.3) получаем 
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Подставим теперь это выражение в остальные уравне-

ния системы (5.3) и в выражение для целевой функции 

(5.4). Опуская очевидные, но громоздкие выкладки, полу-

чим новое допустимое базисное решение, причем значение 

целевой функции, по крайней мере, не увеличилось. Все 

выполненные построения образуют один шаг симплекс-

метода. 

 Так как каждое допустимое базисное решение в гео-

метрической интерпретации соответствует вершине мно-

гогранной области (если от уравнений перейти к неравен-

ствам), а число вершин конечно, то рано или поздно мы 

получим ситуацию, в которой нельзя выбрать генеральный 

элемент. То есть нельзя выбрать или генеральный столбец, 

или генеральную строку. 

 В первом случае это означает, что с учетом знака «-», 

вынесенного за скобки, все свободные переменные или не 

входят в выражение целевой функции, или входят со зна-

ком «+». Тогда целевую функцию уменьшить нельзя , а 

следовательно, решение оптимально.  

Во втором случае это означает, что с учетом знака «- », 

вынесенного за скобки, выбранная свободная переменная 

или не входит в выражения базисных переменных, или 

входит со знаком «+». Это значит, что нет базисных пере-

менных, которые уменьшаются при увеличении выбранной 

свободной переменной и, следовательно, нет ограничений 

для уменьшения целевой функции. Тогда целевая функция 

не ограничена снизу.  

 

Пример 1. Найти решение ЗЛП симплекс-методом: 

 
             
              

                       

 

                  
Решение. 
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В качестве исходного допустимого базисного решения 

возьмем 

 
               

                
                      

или  

                                          
 Очевидно, целевая функция будет уменьшаться при 

увеличении свободной переменной   .  При этом, и   , и 

   уменьшаются, но раньше обращается в нуль   . Поэто-

му поменяем ролями    и    Т.е. свободными переменны-

ми сделаем    и    Таким образом, получим новое допус-

тимое базисное решение 

 
       

 

 
   

 

 
    

       
  

 
   

 

 
    

  

                 
или  

                                         . 

Теперь целевая функция будет уменьшаться при уве-

личении свободной переменной   . Причем, базисная пе-

ременная    будет уменьшаться. Поэтому поменяем роля-

ми    и   . Таким образом, мы получаем новое базисное 

решение  

 
      

 

  
   

 

  
    

       
 

  
   

 

  
    

  

           
 

  
   

 

  
    

или  
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Теперь свободных переменных, входящих в стандарт-

ную форму записи целевой функции со знаком «+», нет, то 

есть нельзя выбрать генеральный столбец. Значит это ре-

шение оптимально. 

Ответ:                                             . 

 

Симплекс-таблица 

При переходе от одного допустимого базисного реше-

ния к другому удобно пользоваться так называемой сим-

плекс-таблицей 

 СП Своб. 

член  
     ...    ...    

БП  

          ...    ...    

             ...     ...     

... ... ... ... ... ... ... 

             ...     ...     

... . . . ... ... ... ... ... 

             ...     ...     

 Правило выбора генерального столбца: в строке  , 

не считая свободного члена выбрать любое положительное 

число. Если положительных чисел нет, решение оптималь-

но.  

Пусть     . 

Правило выбора генеральной строки: в столбце    

среди положительных чисел, не считая строки  , выбрать 

то, для которого отношение к нему свободного члена  
  

   
 

минимально. Выбор генерального столбца и генеральной 

строки однозначно определяет генеральный элемент    . 

Переход к новому допустимому базисному решению 

осуществляется путем пересчета симплекс-таблицы 
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Правила пересчета симплекс-таблицы: 

 

1.    и    меняются местами. 

2. На месте генерального элемента пишется величина 

ему обратная. 

3. Все элементы генеральной строки (кроме генераль-

ного элемента) делятся на генеральный элемент. 

4. Все элементы генерального столбца (кроме гене-

рального элемента) делятся на генеральный элемент и бе-

рутся с противоположным знаком. 

5. Все остальные элементы пересчитываются по пра-

вилу прямоугольника 

    
            

   
      

             

   
  

  
  

           

   
      

             

   
 

Порядок работы по симплекс-методу:  

1. Найти исходное допустимое базисное решение в 

стандартном виде и заполнить симплекс-таблицу. 

2. Выбрать генеральный столбец. Если его выбрать 

нельзя, решение оптимально. 

3. Выбрать генеральный элемент, и генеральную стро-

ку. Если ее выбрать нельзя, задача решений не име-

ет. 

4. Пересчитать симплекс-таблицу, получив. таким об-

разом, новое оптимальное решение. 

5. Перейти к п.2.  

Пример 2. Рассмотрим решение предыдущего 

примера с помощью симплекс-таблицы: 

 СП Своб. 

чл. 
      

БП  

  0 3  2 

   9 3 -2 

   25 2  5 
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В качестве генерального столбца возьмем столбец   , а 

в качестве генеральной строки - строку   . Перейдем к но-

вому допустимому базисному решению: 

 СП Своб. 

чл. 
      

БП  

   -9 -1  4 

    3 1/3 2/3 

    19  -2/3  19/3 

В качестве генерального столбца возьмем столбец   , 

а в качестве генеральной строки - строку   . Перейдем к 

новому допустимому базисному решению: 

 СП 
Своб. чл.       

БП  

  -21 -1/19 -3/19 

   5 5/19 2/19 

   3 -3/19 3/19 

Далее генеральный столбец выбрать нельзя, значит 

решение оптимально. 

                             
Замечание. Для решения задачи на максимум доста-

точно рассмотреть функцию            , которую сле-

дует минимизировать при заданных ограничениях. Соот-

ветственно,              , и так как система ограниче-

ний одна и та же в обоих случаях, то точка оптимума не 

изменяется при переходе от одной задачи к другой, то есть 

            . 

Описанный выше пример показывает наличие значи-

тельной вычислительной  трудоемкости, возникающей при 

использовании симплекс-метода для решения ЗЛП даже с 

небольшим количеством переменных и ограничений. 
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 Рассмотрим еще один пример, который проиллюстри-

рует одно из слабых мест симплекс-метода - поиск началь-

ного допустимого базисного решения. 

Пример 3. Решить симплекс-методом ЗЛП: 

                   , 

 

         
             
              

                             

 

Решение. Очевидно, что для начала необходимо доба-

вив две балансовые переменные, т.е.  привести задачу к 

каноническому виду: 

                   , 

 

            
             

                 

                             

Используя метод Жордана-Гаусса, приведем систему 

ограничений задачи к равносильной разрешенной системе 

уравнений, сохранив правые части уравнений неотрица-

тельными.  Для этого проведем элементарные матричные 

преобразования расширенной матрицы системы ограниче-

ний. Исходная матрица имеет вид. 

 
      

      
       

 
 
 
 
 . 

Очевидно, что переменная    уже выбрана как базис-

ная. Следующей такой переменной  выберем переменную 

  . Для этого к первой строке прибавим вторую, к третьей 

строке прибавим вторую с противоположным знаком. По-

лучим матрицу 
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 . 

Имеем уже две базисных переменных    и   . Послед-

ней базисной переменной станет    после того, как к пер-

вой строке прибавим третью, умноженную на (-2), а ко 

второй третью, умноженную на (-1). Получим матрицу 

 

     

      

       

 
 
 
 
 , 

которой соответствует система уравнений  

 
         

            
        

  

Имеем три базисных  переменных   ,    и   , и две 

свободных    и   .  

Выразим целевую функцию через свободные перемен-

ные 

               

                        
             

Запишем начальное допустимое базисное решение в 

стандартной форме: 

 

            

               

          

                       

                       
или  

                                            
Так как в скобках у целевой функции есть положи-

тельные коэффициенты, то найденное решение можно 
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улучшить. Составим симплекс-таблицу и выберем гене-

ральный элемент: 

 СП Своб. 

чл. 
      

БП  

  -5 11 4 

   1 -2 0 

   1 -3 -1 

   1 1 0 

Произведем пересчет таблицы, поменяв роли перемен-

ных    и   . 

 Новая таблица примет вид 

 СП Своб. 

чл. 
      

БП  

  -16 -11 4 

   3 2 0 

   4 3 -1 

   1 1 0 

В последней таблице в строке   имеется положитель-

ный элемент, то есть генеральный столбец выбрать можно, 

но в этом столбце нет ни одного положительного элемента, 

а это значит, что генеральную строку, а следовательно, и 

генеральный элемент выбрать нельзя. Найденное решение 

и является оптимальным. Запишем его. 

 

          

           

              

                       

                         
или  

                                          
В векторе      исключены неизвестные    и   , так 

как их не было в исходной формулировке задачи. 

Можно заметить, что в этой задаче наиболее трудоем-

ким оказался этап поиска начального допустимого базис-
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ного решения. Иногда это решение найти весьма пробле-

матично. Это одна из главных проблем симплекс-метода. 

 

М-метод (метод искусственного базиса) 

 

Пусть требуется решить КЗЛП (каноническую задачу 

линейного программирования)  вида 

                              

  

                      

                      

 
                      

    

                

где кроме того все     . 

При решении этой задачи возникает трудность нахож-

дения исходного допустимого базисного решения. Для то-

го чтобы обойти эту трудность воспользуемся так назы-

ваемым М-методом. 

Запишем систему уравнений в виде 

 

                           

                           
 

                           

  

Наряду с исходной КЗЛП рассмотрим вспомогатель-

ную КЗЛП 

 

                            

                            
 

                            

  (5.5) 

                          . 

В качестве целевой функции возьмем  

                        

                    
(5.6) 
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где М – некоторое  достаточно большое число. Эту 

КЗЛП назовем М-задачей. 

Очевидно, что (5.5)- (5.6) уже являются стандартной 

записью исходного допустимого базисного решения, так 

как            - свободные переменные, а             

- базисные переменные, причем                 по 

условию 

Переменные             иногда называют искусст-

венным базисом. 

При решении М-задачи симплекс-методом могут быть 

два варианта: 

1.   -задача имеет решение.  

2.   -задача не имеет решения. 

В соответствии с этими вариантами рассмотрим Сле-

дующие утверждения: 

 
Теорема 1. Если   -задача имеет оптимальное реше-

ние , в котором             , то и исходная задача 

имеет оптимальное решение. при этом минимальные зна-

чения целевых функций равны. 

Теорема 2. Если   -задача имеет оптимальное реше-

ние, в котором хотя бы одна из неизвестных     , то ис-

ходная задача противоречива. 

Теорема 3. Если   -задача не имеет оптимального ре-

шения, то и исходная задача не имеет оптимального реше-

ния. 

Замечание. Если в процессе решения   -задачи сим-

плекс-методом переменная    перешла из базисных неиз-

вестных в свободные, нет смысла возвращать ее из сво-

бодных неизвестных в базисные. Поэтому эту переменную 

можно исключить, так как она свою роль отыграла. 

 

Пример 4. Решить ЗЛП М-методом: 
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                         . 

Решение. Составим М-задачу и запишем ее базисное 

решение в стандартном виде. 

 
                     

                         
   

                         

 

                        
или 

 

                       

                            

 

Составим симплекс-таблицу 

 

 СП Сво

б. чл. 
               

БП  

  5 2 -1 6 -5 0 

  6 3 0 9 -3 3 

   1 1 -1 4 -2 0 

   5 2 1 5 -1 3 

 

Так как   - сколь угодно большое положительное чис-

ло, генеральный столбец выбираем по строке  , т.е. любое 

положительное число, не считая свободного члена в строке 

 .  

Выберем столбец   . В качестве генеральной строки 

возьмем строку     так как 
 

 
 

 

 
.  Переменная    становит-

ся базисной, а переменная     - свободной. Ее мы опускаем 

(то есть столбец    исчезает). Все элементы генеральной 
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строки делятся на генеральный элемент, а остальные эле-

менты таблицы пересчитываются по правилу прямоуголь-

ника.  

Получаем новую симплекс-таблицу: 

 

 СП Своб. 

чл. 
            

БП  

  3 1 -2 -1 0 

  3 3 -3 3 3 

   1 -1 4 -2 0 

   3 3 -3 3 3 

 

Выберем теперь в качестве генерального столбца стол-

бец   , который исчезает, а в качестве генеральной строки - 

строку   . Строка   обнуляется, и мы ее опускаем.  

 

 СП Своб. 

чл. 
         

БП  

  2 -1 -2 -1 

   2 3 -1 1 

   1 -1 1 1 

Далее генеральный столбец выбрать нельзя, поэтому 

решение оптимально. 

Следовательно, оптимальное решение:  опт  
             опт   . 

 

Пример 5. (случай несовместности системы ограниче-

ний) Решить КЗЛП М-методом: 

 
                
                

                  

                    . 

Решение. Составим М-задачу и запишем ее базисное 

решение в стандартном виде. 
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или 

                     

                            

Составим симплекс-таблицу 

 

 СП Своб. 

чл. 
            

БП  

  0 -1 1 1 -1 

  6 2 -8 2 -2 

   5 -1 -6 1 -1 

   1 3 -2 1 -1 

 

В качестве генерального столбца возьмем столбец    а 

в качестве генеральной строки - строку    и пересчитаем 

симплекс-таблицу. Получим 

 

 СП Своб. 

чл. 
         

БП  

  -1 -4 3  

  4 -4 -4 0 

   4 -4 -4 0 

   1 3 -2 -1 

 

Генеральный столбец выбрать нельзя, так как в строке 

  все элементы (кроме свободного члена) неположитель-

ны. Поэтому решение М-задачи оптимально. Получили 

         ,     ,     ,     ,     . 

C другой стороны, так как     , то исходная задача 

не имеет решений. 
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5.4. Примерные вопросы на защите работы 
 

1. Какой вид должна иметь ЗЛП, чтобы ее мож-

но было решить симплекс-методом или М-методом? 

Как называется такая модель? 

2. Как привести ЗЛП к каноническому виду? 

3. Что такое базисное и допустимое базисное 

решения системы ограничений, стандартная форма 

записи системы допустимого базисного решения? 

4. Какие значения принимают свободные пере-

менные в допустимом базисном решении ЗЛП? 

5. Какие значения принимают базисные пере-

менные в допустимом базисном решении ЗЛП? 

6. Каковы основные принципы симплекс-

метода? 

7. Для чего нужны симплекс-таблица? 

8. Что такое генеральный столбец, генеральная 

строка, генеральный элемент? Как они находятся? 

9. Может ли генеральный элемент быть отрица-

тельным? 

10.  Опишите порядок работы при решении ЗЛП 

симплекс-методом? 

11. В каком случае ЗЛП не имеет решений? 

12. Как найти начальное допустимое базисное 

решение? 

13.  Что делать, если возникают сложности с на-

хождением начального допустимого базисного реше-

ния? 

14.  В каких случаях целесообразно использо-

вать М-метод? 

15.  Что такое М-задача? 

16.  Опишите порядок работы при решении ЗЛП 

симплекс-методом? 
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17.  Как связаны решения М-задачи и исходной 

задачи линейного программирования? 

18. Как решить симплекс-методом или М-

методом ЗЛП на максимум? 
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5.5. Варианты заданий 
Вар. Задание  

1 
 
                       

              
   

                

                 . 

2 
 
                       

                
   

                

                 . 

3 
 
                      

              
   

                

                 . 

4 
 
                     

                
   

                

                 . 

5 
 
                      

              
   

                

                 . 

6 
 
                       

                
   

                

                 . 

7 
 
                        

              
   

                

                 . 
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Вар. Задание  

8 
 
                      

                
   

                

                 . 

9 
 
                      

              
   

                

                 . 

10 
 
                    

                
   

                

                 . 

11 
 
                       

              
   

                

                 . 

12 
 
                      

                
   

                

                 . 

13 
 
                        

              
   

                

                 . 

14 
 
                      

                
   

                

                 . 
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Вар. Задание  

15 
 
                      

              
   

                

                 . 

16 
 
                      

                
   

                

                 . 

17 
 
                        

              
   

                

                 . 

18 
 
                       

                
   

                

                 . 

19 
 
                       

              
   

                

                 . 

20 
 
                       

                
   

                

                 . 

21 
 
                    

              
   

                

                 . 
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Вар. Задание  

22 
 
                
                

  

                

                 . 

23 
 
                        

              
   

                

                 . 

24 
 
                      

                
   

                

                 . 

25 
 
                  

              
   

                

                 . 

26 
 
                     

                
   

                

                 . 

27 
 
                    

              
  

                 

                 . 

28 
 
                     

                
   

                

                 . 
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Вар. Задание  

29 
 
                    

              
   

                

                 . 

30 
 
                      

                
   

                

                 . 
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Лабораторная работа №6  
«Модели теории игр». 

 
6.1. Цель работы 

 

Приобретение навыков решения задач теории игр с ис-

пользованием методов линейного программирования. 

 

6.2. Порядок выполнения работы 
 

 Согласно номеру своего варианта выберите 

задачу на определение оптимального плана продажи 

товаров. 

 Изучите теоретический материал 

 Найдите нижнюю и верхнюю цену игры, до-

кажите, что игра не имеет седловой точки. 

 Сведите матричную игру к задаче линейного 

программирования. 

 Найдите оптимальное решение ЗЛП в MS 

Excel. 

 Определите оптимальную стратегию фирмы. 

 

6.3. Теоретическая часть 
 

В практической деятельности часто приходится рас-

сматривать ситуации, в которых участвуют две или более 

сторон, имеющих различные интересы. Подобные ситуа-

ции принято называть конфликтными.  

Для того, чтобы анализ конфликтной ситуации оказал-

ся возможным, необходимо оставить существенные и ис-

ключить второстепенные факторы, что при благоприятных 

обстоятельствах позволяет построить модель конфликта, 
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называемую игрой. Такие различного вида модели изуча-

ются при помощи математического аппарата теории игр.  

Стороны конфликта называются игроками (их два или 

более). В условиях конфликта каждый игрок выбирает 

план действий, который называется стратегией. Заинтере-

сованность игрока описывается величиной его выигрыша.  

 

Матричные игры 

 

Одним из самых простых и наиболее изученных клас-

сов игр являются матричные игры.  

 В игре участвуют два игрока, A и B.  

  Игрок A имеет возможные стратегии A1,…Am, игрок B 

– стратегии B1,…,Bn.  

  Выбор стратегий игроками однозначно определяет ис-

ход игры.  

  В ситуации, когда игрок A выбрал стратегию Ak, а иг-

рок B – стратегию Bl, выигрыш A равен числу Сkl, вы-

игрыш B равен этому же числу с противоположным 

знаком («антагонистическая игра», «игра с нулевой 

суммой»).  

Таким образом, матричная игра полностью описывает-

ся заданием «платёжной матрицы»:  























mnmm

n

n

ccc

ccc

ccc

C
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............

...

...

21

23221

11211

 

 

Пример 1. Два игрока, A и B показывают одновремен-

но друг другу от одного до трёх пальцев. Если суммарное 

количество пальцев чётно, то выигрывает первый, он по-

лучает столько очков, сколько суммарно показано пальцев; 
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если сумма нечётна, то выигрывает второй на тех же усло-

виях. Выписать платёжную матрицу.  

Ответ. 

























654

543

432

C  

Рассмотрим эту игру подробнее. 

 
B1 B2 B3 

Минимумы 

строк 

A1 2 –3 4 –3* 

A2 –3 4 –5 –3* 

A3 4 -5 6 –5 

Максимумы 

столбцов 
4* 4* 6 

 

Максимальное число из минимумов строк – верхняя 

цена игры (помечена звёздочкой). Минимальное из макси-

мумов столбцов – нижняя цена игры. Эти два числа не 

равны, что означает отсутствие седловой точки.  

Пример 2. Пусть теперь платёжная матрица такова:  























11

42

51

C  

 
B1 B2 

Минимумы 

строк 

A1 1 -5 -5 

A2 2 4 2* 

A3 -1 1 -1 

Максимумы 

столбцов 
2* 4 

 

Здесь верхняя цена игры совпадает с нижней, в такой 

игре есть устойчивая оптимальная для обоих игроков стра-

тегия (седловая точка)  
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Точки пересечения соответствующих строк и столбцов 

называются седловыми точками, или точками равновесия 

по Нэшу. 

Игроку A имеет смысл применять стратегию A2, игро-

ку B – стратегию B1. Если любой откажется от указанной 

стратегии, то его выигрыш может только уменьшиться. То 

есть обоим невыгодно отклоняться от седловой точки.  

 

Смешанные стратегии в матричных играх 

 

Что делать, если верхняя и нижняя цены игры не сов-

падают, то есть нет седловой точки? В этом случае можно 

искать решение игры в смешанных стратегиях. 

  
ССммеешшаанннноойй  ссттррааттееггииеейй игрока A называется выбор 

им своих стратегий A1,..,Am  ссллууччааййнныымм  ооббррааззоомм с некото-

рыми заданными ввеерроояяттннооссттяяммии  pp11,,……,,ppmm. 

Аналогично определяется смешанная стратегия игрока 

B – ввыыббоорр  сс  ввеерроояяттннооссттяяммии  qq11,,……,,qqnn. 

  

Оказывается, что  всякая матричная игра имеет решение 

(положение равновесия) в смешанных стратегиях. Его 

можно найти, решив вспомогательную задачу линейного 

программирования. 

 

Пример. Рассмотрим следующую матричную игру: 



















10110

1,011

50505

C  

Здесь α=5 < β = 10 → нет положения равновесия и ре-

шения в чистых стратегиях. Будем искать решение в сме-

шанных стратегиях.  
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Соответствующие задачи линейного программирова-

ния имеют вид:  




























0,,

1

0101,050

050

0105

max)(

321

321

321

321

321

ppp

ppp

pppv

pppv

pppv

vxf

 




























0,,

1

01010

01,0

050505

min)(

321

321

321

321

321

qqq

qqq

qqqv

qqqv

qqqv

vxg

 

Решив их любым способом, получаем: 

 p1=1/6, p2=0, p3=5/6, q1=49/54, q2=5/54, q3=0.  

 

Цена игры в смешанных стратегиях для A: v = −0,91 (игра 

невыгодна)  

Пример 3. Фирма "Фармацевт" - производитель меди-

каментов в регионе. Известно, что пик спроса на некото-

рые лекарственные препараты приходится на летний пери-

од (препараты сердечнососудистой группы), на другие - на 

осенний и весенний периоды (антиинфекционные). 

Затраты на 1 у.е. продукции за сентябрь-октябрь соста-

вили: по первой группе (препараты сердечнососудистые) - 

20 р.; по второй группе (антиинфекционные) - 15 р. 

По данным наблюдений за несколько последних лет 

службой маркетинга фирмы установлено, что она может 

реализовать в течение рассматриваемых двух месяцев в 
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условиях теплой погоды 3050 у.е. продукции первой груп-

пы и 1100 у.е. продукции второй группы; в условиях хо-

лодной погоды - 1525 у.е. продукции первой группы и 

3690 у.е. второй группы. 

В связи с возможными изменениями погоды ставится 

задача - определить стратегию фирмы в выпуске продук-

ции, обеспечивающую максимальный доход от реализации 

при цене продажи 40 р. за 1 у.е. продукции первой группы 

и 30 р. - второй группы. 

 

Решение.  Фирма располагает двумя стратегиями: 

А1 -будет теплая погода; 

А2 - погода будет холодная. 

Если фирма примет стратегию А1 и в действительно-

сти будет теплая погода (стратегия природы В1), то выпу-

щенная продукция будет полностью реализована и доход 

составит 

77500)1530(1100)2040(3050   р. 

Если фирма примет стратегию А1, а погода будет про-

хладной (стратегия природы В2), то часть препаратов пер-

вой группы останется не реализованной , а доход составит 

 

16500)15253050(20)1530(1100)2040(1525   р. 

 

Аналогично, если фирма примет стратегию А2, а при-

рода стратегию В1, доход составит 

 

8150)11003690(15)1530(1100)2040(3050   р. 

Если фирма примет стратегию А2, а природа В2, то 

доход составит 

85850)1530(3690)2040(1525   р. 

Рассматривая фирму и природу в качестве двух игро-

ков, получаем платежную матрицу 
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858508150

1650077500
, 

16500)8150;16500max(   р., 

77500)85850;77500min(   р. 

Таким образом цена игры будет лежать в диапазоне 

7750016500  . 

Найдем решение игры.  

Пусть 
1p  - вероятность применения фирмой стратегии 

А1, 
2p  - вероятность применения стратегии А2. Составим 

задачу линейного программирования, соответствующую 

данной игре: 


























;0,,

,1

,08585016500

,0815077500

max)(

321

321

21

21

ppp

ppp

ppv

ppv

vxf

 

Решив полученную задачу, например, с помощью MS-

Excel, получим 56,01 p , 44,02 p , при этом цена игры 

46986 р. 

Оптимальный план производства лекарственных пре-

паратов составит  

)2240;2379()3690;1525(44,0)1100;3050(56,0  . 

Ответ. Фирме целесообразно производить в течение 

сентября и октября 2379 у.е. препаратов первой группы и 

2240 у.е. препаратов второй группы, тогда при любой по-

годе она получит доход  

 7/1;7/6;0optp ;  0;7/2;0;7/5;0;0optq ; 7/19 . 
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Пример 5. Торговая фирма разработала несколько ва-

риантов плана продажи товаров на предстоящей ярмарке с 

учетом меняющейся конъюнктуры рынка и спроса покупа-

телей. Получающиеся от их возможных сочетаний показа-

тели дохода представлены в таблице  

 

 

План 

продажи 

Величина дохода, у.е. 

К1 К2 К3 

П1 8 4 2 

П2 2 8 4 

П3 1 2 8 

Определить оптимальный план продажи товаров. 

 

Решение. Найдем верхнюю и нижнюю цену игры. 

Получим, что нижняя цена               , а 

верхняя цена                . Таким образом цена 

игры удовлетворяет неравенству  

         , 

и игра не имеет седловой точки, а значит решается 

только в смешанных стратегиях. 

Обозначим вероятность применения торговой фирмой 

стратегии Пi через   , вероятность использования страте-

гии Kj через   . 

Перейдем от матричной игры к задаче линейного про-

граммирования. Для первого игрока (торговой фирмы) эта 

задача имеет вид. 

               
 

 
     

при ограничениях  
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где       . 

Составлять задачу линейного программирования для 

второго игрока (конъюнктуры рынка) здесь нет необходи-

мости. 

Полученную задачу линейного программирования 

можно решить любым подходящим способом, например, 

используя надстройку "Поиск решения". Получаем 

                          ,                . 

Тогда цена игры        , и фирма должна придер-

живаться на рынке стратегии        
                   . 

Таким образом, фирма должна придерживаться страте-

гии                    , при этом она получит доход не 

менее 4,356  у.е. 

 

6.4. Примерные вопросы на защите работы 
 

1. Чем занимается теория игр? 

2. Что называется стратегией игрока? 

3. Какая стратегия называется оптимальной? 

4. Какая игра называется антагонистической игрой с 

нулевой суммой? Каковы задачи первого и второго игрока 

в такой игре? 

4. Что такое платежная матрица? Что такое матричная 

игра? 

5. Что такое максимин или нижняя цена игры? Как ее 

определить? 

6. Что такое минимакс или верхняя цена игры? Как ее 

определить? 
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7. В каком случае игра имеет седловую точку? Как оп-

ределить цену игры? 

8. В каком случае необходимо использовать смешан-

ную стратегию?  

9. Приведите пример упрощения платежной матрицы 

путем вычеркивания заведомо невыгодных стратегий. Все-

гда ли таковые можно найти? 

10. Как перейти от матричной игры к ЗЛП? 

11. Как, решив ЗЛП, получить решение матричной иг-

ры? 

12. Что такое игры с "природой"? 

13. Какие критерии можно использовать при выборе 

оптимальной стратегии? 

14. В чем состоит критерий Вальде? 

15. В чем состоит критерий максимума? 

16. В чем состоит критерий Гурвица? 

17. В чем состоит критерий Сэвиджа? 

 

6.5. Варианты заданий 
 

Торговая фирма разработала несколько вариантов пла-

на продажи товаров на предстоящей ярмарке с учетом ме-

няющейся конъюнктуры рынка и спроса покупателей. По-

лучающиеся от их возможных сочетаний показатели дохо-

да представлены в таблице (по вариантам). 

Определить оптимальный план продажи товаров. 

 

Вариант 1. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 3 6 7 

П2 7 5 4 

П3 3 2 8 
 

Вариант 2. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 3 4 2 

П2 1 7 4 

П3 5 1 8 
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Вариант 3. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 2 8 7 

П2 7 5 4 

П3 3 2 8 
 

Вариант 4. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 3 4 5 

П2 2 7 4 

П3 9 1 8 
 

Вариант 5. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 1 9 7 

П2 10 4 5 

П3 3 2 8 
 

Вариант 6. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 3 4 5 

П2 1 7 4 

П3 9 1 6 
 

Вариант 7. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 2 6 8 

П2 7 9 4 

П3 6 6 2 
 

Вариант 8. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 3 4 2 

П2 3 7 4 

П3 9 1 8 
 

Вариант 9. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 2 6 4 

П2 8 5 3 

П3 3 2 8 
 

Вариант 10. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 3 4 2 

П2 5 7 4 

П3 6 1 8 
 

Вариант 11. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 3 6 5 

П2 10 5 2 

П3 1 9 8 
 

Вариант 12. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 3 4 2 

П2 3 7 4 

П3 10 1 6 
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Вариант 13. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 6 8 5 

П2 7 5 4 

П3 3 2 8 
 

Вариант 14. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 6 4 2 

П2 1 7 4 

П3 5 3 8 
 

Вариант 15. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 2 6 7 

П2 7 5 1 

П3 3 4 8 
 

Вариант 16. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 8 2 6 

П2 1 7 4 

П3 5 3 4 
 

Вариант 17. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 2 9 7 

П2 8 5 2 

П3 3 6 5 
 

Вариант18. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 9 4 2 

П2 1 7 4 

П3 3 6 8 
 

Вариант 19. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 1 9 7 

П2 7 5 2 

П3 5 3 8 
 

Вариант 20. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 5 4 3 

П2 2 7 4 

П3 6 1 8 
 

Вариант 21. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 3 9 8 

П2 9 5 4 

П3 6 5 7 
 

Вариант 22. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 5 4 3 

П2 2 7 4 

П3 9 1 8 
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Вариант 23. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 3 7 9 

П2 8 5 2 

П3 4 6 8 
 

Вариант 24. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 7 3 4 

П2 1 7 4 

П3 5 1 6 
 

Вариант 25. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 3 5 7 

П2 7 6 2 

П3 1 2 8 
 

Вариант 26. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 3 4 2 

П2 3 8 4 

П3 9 1 7 
 

Вариант 27. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 4 3 7 

П2 7 8 2 

П3 3 1 9 
 

Вариант 28. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 9 7 2 

П2 3 5 4 

П3 5 1 8 
 

Вариант 29. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 3 9 4 

П2 7 5 2 

П3 3 2 6 
 

Вариант 30. 

План 

продажи 

Доход у.е. 

К1 К2 К3 

П1 3 8 2 

П2 6 3 10 

П3 7 1 8 
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