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Практическая работа №1. Энтропия и информация
Цель работы: Вычисление  различных видов энтропии  и  информации.

Ансамблем  Х  будем называть  систему, которая может находиться в одном из состояний xi  с вероятностью  p(xi), i=1,…,n. В теории информации ансамбль это источник сообщений, генерирующий последовательности знаков (букв) из некоторого алфавита. Если  вероятности следующих состояний не зависят от предыдущих, то последовательность состояний независима. Если имеет место зависимость, то последовательность состояний представляет собой цепь Маркова. Такой источник называют марковским (см. работу №2). 

Если состояния ансамбля представляют собой числа, то это, в сущности, случайная величина и для анализа можно применять методы теории вероятностей.
Узнав, что ансамбль оказался в состоянии  xi, мы получаем собственную  информацию этого состояния, равную  I​xi=-log2p(xi) бит. То есть, чем менее вероятно состояние, тем больше информации оно содержит. Пока нам неизвестно состояние ансамбля, мы находимся в неопределенности, которую называют энтропией ансамбля.  Чем выше неопределенность ансамбля, тем выше его информативность. Таким образом, энтропия есть усредненная с учетом вероятностей  собственная информация состояний, ее математическое ожидание.
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Везде в дальнейшем мы не будем указывать основание логарифма, считая его равным двум. В этом случае энтропия и информация измеряются в битах. Энтропия  - это минимум среднего количества бит, которое нужно передавать по каналу связи, информируя  о текущем состоянии ансамбля.
Следовательно, если мы будем получать информацию о состояниях ансамбля, то неопределенности не останется, и эта информация в точности равна снятой неопределенности  IX=H(X).
Ансамбль (система) может представлять собой объединение двух и более подсистем. 
Рассмотрим систему (X,Y).  Вероятности всех nm состояний системы обозначим P{X=xi ∩ Y=yj}=p(xi , yj), i=1,…,n, j=1,…,m.  Энтропия системы равна
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Если подсистемы зависимы, то вероятности состояний могут быть вычислены по теореме умножения   p(xi , yj)=p(yj)p(xi|yj)=p(xi)p(yj|xi). При независимости подсистем p(xi|yj)= p(xi), p(yj|xi)= p(yj), используя свойства логарифма, находим, что энтропия объединения независимых подсистем  равна сумме их энтропий

                                                 H(X,Y)=H(X)+H(Y).                                                             (3)
Зависимость означает, что, узнав состояние одной подсистемы, мы снижаем неопределенность другой, связанной с первой. Введем частную условную энтропию подсистемы X при известном конкретном состоянии yj  подсистемы  Y  
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и, усредняя с учетом вероятностей состояний p(yj), получим полную условную энтропию одной из подсистем при информированности о состоянии другой 
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и  аналогично   
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И энтропия объединения равна H(X,Y)=H(X)+H(Y|X)=H(Y)+H(X|Y)≤H(X)+H(Y). Обобщая на произвольное число подсистем, получим

H(Z1,Z2,…,ZK)=H(Z1)+H(Z2|Z1)+H(Z3|Z1Z2)+…+H(ZK|Z1…ZK-1)  .                                     (5)

Выражение (5) можно воспринимать как энтропию последовательности из K знаков на выходе источника сообщений, где H(Z2|Z1) – условная энтропия второго знака при известном первом, H(Z3|Z1Z2) – условная энтропия третьего знака при известных двух предшествующих и т.д. (см. работу №2).
Понятно, что при независимости подсистем условная энтропия равна безусловной 
                                                         H(X|Y)=H(X),                                                             (6)
т.е. информация о подсистеме Y  не снижает неопределенность X.
Тогда уменьшение энтропии H(X) при наблюдении Y естественно понимать как информацию о подсистеме X, содержащуюся в Y, равную  IY-X =H(X)-H(X|Y).

Легко убедиться во взаимности этой информации H(X)-H(X|Y)=H(Y)-H(Y|X) и в том, что

                            H(X,Y)=H(X)+H(Y)- IY-X.

Взаимную информацию можно вычислить по формулам 
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как результат усреднения частных информаций: информации о X  в сообщении о состоянии yj
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или при усреднении информации об Y в сообщении о состоянии xi
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Наконец, можно определить информацию о состоянии xi , содержащуюся в сообщении о состоянии  yj     
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 и наоборот  
[image: image10.wmf].

)

(

)

|

(

log

j

i

j

yj

xi

y

p

x

y

p

I

=

®


Если считать подсистемы X и Y источником и приемником информации на входе и выходе канала передачи, то взаимная информация IY-X равна среднему количеству информации, переносимой по каналу одним символом x. Подробнее об этом в работе №4.
Задача 1.1. В урне лежат 5 зеленых шара, 7 – красных и 3 – белых. Извлекаем один шар. Найти собственную информацию состояния «появление белого шара». Сравнить с собственной информацией «появление красного шара». Посчитать энтропию этого ансамбля. Как изменится энтропия, если в урне будет лежать одинаковое количество шаров каждого из этих трех цветов? Как изменится энтропия при увеличении равновероятных цветов до пяти, восьми, шестнадцати? Как преобразуется формула Шеннона для этого случая?

Задача 1.2. В отделе работают 6 сотрудников, из них 4 опытных и 2 новичка. Опытные знают, что сообщение типа А поступает в 3 раза чаще, чем типа Б. Для новичков эти сообщения равновероятны.  Какое количество информации получают опытные сотрудники при очередном сообщении? Чему равно среднее количество информации, которое получает сотрудник отдела?

Задача 1.3. Найти максимальную энтропию системы, состоящей из шести элементов, каждый из которых может находиться в одном из четырех состояний.

Задача 1.4.Из урны задачи 1.1 извлекают последовательно и без возвращения два шара. Считая подсистемой X –  цвет первого, а подсистемой Y  –  цвет второго шара, посчитать всевозможные виды энтропии и информации системы (X,Y). Из той же урны извлекают четыре шара. Найти энтропию случайной величины W – число белых шаров в этой выборке.

Задача 1.5. На шахматную доску поставлена одна фигура. Нам нужно угадать клетку, где она стоит. Чему равна энтропия этой ситуации?  Какую информацию даст нам сообщение о том, что фигура стоит на краю доски, – на черной клетке, – на угловой клетке? Какую информацию даст точное указание положения фигуры?
Задача 1.6. Рассмотрим источник сообщений с алфавитом знаков {C,E,B,K}  с вероятностями их появления в тексте сообщения, равными 0,3; 0,4; 0,1; 0,2

 соответственно. Считая появления знаков независимыми, найдите энтропию источника. Какое количество информации мы получим, узнав о появлении какого-то знака на выходе, - конкретного знака? Какой будет энтропия источника, если его состояния отождествлять со всевозможными парами знаков? Сколько информации содержится в сообщении о том, что в паре нет гласных, две гласные, одна гласная? Сколько информации содержится в сообщении из пяти знаков? Найдите собственную информацию сообщения КЕЕВКС.
Задача 1.7.  В кошельке k1 монет по 10 копеек, k2 монет по 50 копеек и k3 монет по рублю. Наугад достаем две монеты. Рассмотрим сложную систему (X,Y). Подсистема X – “Достоинство первой монеты”. Подсистема Y – “Сумма достоинств двух монет”.

При заданных конкретных значениях k1, k2 и k3  найти вероятности всех состояний системы (X,Y)  P{X=xi ∩ Y=yj}=p(xi , yj), i=1,…,n, j=1,…,m и заполнить таблицу вида 

	
	
	
	P(X,Y) - закон распределения системы 
	
	
	

	
	xi            yj            
	20
	60
	100
	110
	150
	200
	p(xi)
	p(xi)logp(xi)

	
	10
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	50
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	100
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	p(yj)
	
	
	
	
	
	
	
	

	p(yj)logp(yj)
	
	
	
	
	
	
	
	


Найти законы распределения подсистем p(xi), i=1,…,n и p(yj), j=1,…,m (маргинальные распределения) и записать их в дополнительных столбце и строке.

Найти энтропию подсистемы X , подсистемы Y и энтропию объединения (X,Y). Для этого удобно заранее вычислить необходимые слагаемые во вспомогательной таблице p(xi , yj)log p(xi , yj).
Найти условные законы распределения P(xi |yj), i=1,…,n и P(yj|xi), j=1,…,m.
Вычислите частные и полную условную энтропии системы (X,Y).
Вычислите разными способами взаимную информацию подсистем IX-Y . Найдите частные информации Ixi→Y , Iyj→X, Iyj→xi
Ниже приведен рекомендуемый образец решения задачи 1.7.  в программе Excel при k1=2, k2=4 и k3=3. 

Примечание. Можно показать, что [image: image12.png]


 и для вычисления в Excel используйте условный оператор ЕСЛИ(р=0;0;plog(p;2))
	
	
	
	Закон распределения P (X,Y)
	
	
	

	
	           yj        xi 
	20
	60
	100
	110
	150
	200
	p(xi)
	    p(xi)logp(xi)

	
	10
	0,0278
	0,1111
	0
	0,0833
	0
	0
	0,2222
	-0,4822

	
	50
	0
	0,1111
	0,1667
	0
	0,1667
	0
	0,4444
	-0,5200

	
	100
	0
	0
	0
	0,0833
	0,1667
	0,0833
	0,3333
	-0,5283

	
	p(yj)
	0,0278
	0,2222
	0,1667
	0,1667
	0,3333
	0,0833
	 
	

	-p(yj)logp(yj)
	-0,1436
	-0,4822
	-0,4308
	-0,4308
	-0,5283
	-0,2987
	
	


	H(X)=
	1,5305
	
	
	Вспомогательная таблица pijlogpij
	

	H(Y)=
	2,3145
	
	-0,1436
	-0,3522
	0
	-0,2987
	0
	0

	
	
	
	0
	-0,3522
	-0,4308
	0
	-0,4308
	0

	H(X,Y)=
	3,0368
	
	0
	0
	0
	-0,2987
	-0,4308
	-0,2987


	
	Условный закон распределения P(Y|xi)
	
	

	xi          yj      
	20
	60
	100
	110
	150
	200

	10
	0,125
	0,5
	0
	0,375
	0
	0

	50
	0
	0,25
	0,375
	0
	0,375
	0

	100
	0
	0
	0
	0,25
	0,5
	0,25

	
	
	
	
	
	
	

	
	Условный закон распределения P(X|yj)
	
	

	 xi         yj
	20
	60
	100
	110
	150
	200

	10
	1
	0,5
	0
	0,5
	0
	0

	50
	0
	0,5
	1
	0
	0,5
	0

	100
	0
	0
	0
	0,5
	0,5
	1


	
	Частные условные энтропии
	
	
	
	
	
	

	xi
	H(Y|xi)
	
	yj
	20
	60
	100
	110
	150
	200

	10
	1,4056
	
	H(X|yj)
	0
	1
	0
	1
	1
	0

	50
	1,5613
	
	
	
	
	
	
	
	

	100
	1,5
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	Условные энтропии (полные)
	
	
	
	

	H(Y|X)=
	1,506266
	
	H(X|Y)=
	0,722222
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	H(X,Y)=H(X)+H(Y|X)=H(Y)+H(X|Y)=
	3,036759
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	Вспомогательная таблица p(xi|yj)log(p(xi|yj)/p(xi))

	IX-Y=
	H(Y)-H(Y|X)=
	0,8083
	
	2,1699
	0,5850
	0
	0,5850
	0
	0

	IY-X=
	H(X)-H(X|Y)=

 
	0,8083
	
	0
	0,0850
	1,1699
	0
	0,0850
	0

	IY-X=
	H(X)+H(Y)-H(X,Y)=

 
	0,8083
	
	0
	0
	0
	0,2925
	0,2925
	1,5850

	IY-X=
	M[Iyj-X]
	0,8083
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	Частная информация о X при событии Y=yj
	
	

	
	
	
	
	yj
	20
	60
	100
	110
	150
	200

	
	
	
	
	Iyj-X
	2,1699
	0,6699
	1,1699
	0,8774
	0,3774
	1,5850

	
	
	
	
	p(yj)Iyj-X
	0,0603
	0,1489
	0,1950
	0,1462
	0,1258    0,1321
	0,132


	
	Частная информация о событии X=xi при Y=yj
	Iyj-xi
	

	           xi         yj
	20
	60
	100
	110
	150
	200

	10
	2,1699
	1,1699
	0
	1,1699
	0
	0

	50
	0
	0,1699
	1,1699
	0
	0,1699
	0

	100
	0
	0
	0
	0,5850
	0,5850
	1,5850


Задача 1.8. Состояния системы (X,Y) определяются подбрасыванием двух монет, а случайная величина Z равна сумме количества "гербов", выпавших при подбрасывании этих монет. Сколько информации об  X содержится в Z? Сколько информации об  X содержится в Y?

Задача 1.9. Система (X,Y) представлена таблицей. Найти IX-Y. 

          p(xi,yj)

	yj     xi
	x1
	x2

	y1
	1/3
	1/6

	y2
	1/6
	1/3


Задача 1.10. Случайные величины V и W  определяются подбрасыванием двух идеальных тетраэдров, грани которых помечены числами от 1 до 4. Случайная величина U равна сумме чисел, выпавших при подбрасывании этих тетраэдров, т.е. U=V+W. Вычислить IV-U, H(U) и H(W) .

Задача 1.11. В условиях предыдущей задачи подсчитать, сколько информации о V содержится в случайной величине Z=VW , найти энтропию H(Z) . 

Задача 1.12. Случайная величина X  может принимать три значения -1, 0 и 1 с равными вероятностями. Случайная величина Y с равными вероятностями может принимать значения 0, 1 и 2.  X  и  Y - независимы. Z=X2+Y. Найти H(X), H(Y), H(Z), IX-Z, IY-Z.

Задача 1.13. Найти энтропии случайных величин X и Y  и количество информации, содержащейся в  Z=X+Y относительно X, - относительно Y.    X и Y    независимы и задаются распределениями

	xi
	0
	1
	3
	4

	 p(xi)
	1/8
	1/8
	1/4
	1/2


	yj
	-2
	2

	p(yj)
	3/8
	5/8


Контрольные вопросы.

1. Чему равна максимальная энтропия системы с n состояниями? Докажите, что формула Хартли есть частный случай формулы Шеннона. 
2. В каких единицах измеряется энтропия и информация?
3. Почему энтропия системы (X,Y) в задаче 1.4 оказалась меньше суммы энтропий подсистем? В каком случае получится равенство? Придумайте соответствующий пример.

4. Какую неопределенность отражают частная и полная условные энтропии? Чему будет равна условная энтропия  при независимости подсистем, при жесткой зависимости?

5. Какой смысл имеет полная взаимная информация подсистем? Какой она будет при независимости подсистем, при жесткой зависимости, в случае, когда одна из подсистем является подчиненной?

6. Может ли быть отрицательной частная информация Iyj-xi ? Как это можно объяснить?
7. Как определить энтропию нескольких взаимозависимых подсистем?
8. Как связаны между собой понятия количества информации и энтропии?
Практическая работа №2. Исследование источника сообщений.

Цель работы: Изучение моделей и характеристик источников сообщений. Статистическое моделирование источников.

Источник сообщений Z  - это, во-первых, алфавит знаков {z1,…,zn}, из которых формируются дискретные последовательности, то есть сообщения, тексты, видеосюжеты, подлежащие передаче по каналу связи или сжатию. Во-вторых, кроме алфавита модель источника включает закон совместного распределения знаков в генерируемой источником последовательности. Если этот закон не меняется со временем, то источник стационарен. Условные вероятности появления знаков  в последовательности   отражают особенности памяти источника.  Если знаки в последовательности независимы, то имеем источник без памяти, и нам достаточно распределения вероятностей знаков в алфавите. Тогда вероятность последовательности будет равна произведению вероятностей знаков в ней.

Если на вероятность очередного знака влияет лишь текущий знак, то последовательность является цепью Маркова 1-го порядка. Если два последних знака определяют вероятность следующего, имеем цепь Маркова 2-го порядка и т.д.  При этом состояние источника отождествляют с некоторым числом последних выданных им знаков, которые влияют на следующий. Это число называют глубиной памяти источника. Очевидно, количество состояний равно M= nl, где l – глубина памяти.

Обозначим состояния источника Sk, k=1,…,M. Вероятность состояния Sk  обозначим p(Sk) Тогда энтропия источника равна


[image: image13.wmf]),

|

(

)

(

)

(

1

k

M

k

k

S

Z

H

S

p

Z

H

å

=

=


где 
[image: image14.wmf])

|

(

log

)

|

(

)

|

(

1

k

i

k

i

n

i

k

S

z

p

S

z

p

S

Z

H

å

=

-

=

 –  условная энтропия источника в состоянии Sk. При отсутствии памяти l=0 , M=1 и энтропия  
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Марковскую цепь можно задать матрицей условных вероятностей перехода к конкретному знаку из конкретного состояния. Обозначим буквой t номер знака в последовательности и запишем вероятность получить на шаге t знак zi  P{z(t)=zi}=πi(t).

Если источник это цепь первого порядка, то состояние есть последний выданный знак, и матрица вероятностей перехода P размерностью nxn  с элементами pki=P{z(t+1)=zi|z(t)=zk} называется марковской. 

Легко убедиться, что  
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, i=1,…,n.                                                         (8)

 Вектор π(t)=[π1(t),π2(t),…,πn(t)] дает распределение вероятностей состояний источника на шаге t , и можно записать разностное уравнение Маркова (8) в матричной форме
                                        π(t+1)=π(t)P, t=0,1,…,                                                                      (9)
которое показывает, как меняется во времени распределение вероятностей состояний (знаков) источника в генерируемой последовательности.

Простыми итерациями (9) можно увидеть эту динамику от произвольного начального распределения π(0)

π(1)=π(0)P
π(2)=π(1)P= π(0)P2

π(3)=π(2)P= π(0)P3
.

.

.

π(t)=π(t-1)P= π(0)Pt
При t→∞ мы получим финальные вероятности  π=[π1,π2,…,πn] как решение системы 
π=πP. Таким образом, после длительного функционирования генерируемая источником последовательность станет стационарной при любом начальном распределении π(0). Впрочем, для этого необходимо выполнение некоторых свойств марковской матрицы P [1]. 
Если источник помнит l=2 последних знака (цепь второго порядка), то матрица перехода имеет n2 строк (состояний) и n столбцов, и ее элементы pki=P{z(t+1)=zi|S(t)=Sk} . Напомним, что теперь состояния  Sk , k=1,2,…,n2  – это всевозможные пары знаков на шаге t-1 и t. И так далее по мере увеличения памяти l будем иметь все более сложную, но и более точную модель источника сообщений.

В дальнейшем будем рассматривать лишь стационарные источники, которые генерируют последовательности с  характеристиками, не меняющимися во времени.

Вычислим энтропию сообщения (последовательности знаков) стационарного источника. Допустим, нас интересует сообщение длиной N знаков. Вероятности знаков не меняются во времени (стационарность), следовательно, не меняется и энтропия. 

Обозначим последовательность ZN= (Z1,Z2,…,ZN). Здесь нижний индекс есть номер знака в последовательности, который может быть любым из алфавита. Энтропия последовательности  H(ZN) называется N-мерной энтропией источника и определяет среднее количество информации в последовательности из N знаков. Именно в силу стационарности номера индексов в последовательности не важны, энтропия определяется длиной N и обозначается   H(ZN).  Можно ввести энтропию на знак сообщения  HN(Z)= H(ZN)/N, которая при больших N служит мерой информативности источника.

С учетом теоремы сложения энтропий (5) и стационарности источника  можно записать

H(ZN)=H(Z)+H(Z|Z1)+H(Z|Z2)+…+H(Z|ZN-1). Здесь H(Z) это энтропия первого знака, то есть, без учета памяти.
Если имеем независимую последовательность (источник без памяти), то в силу (3) и (6) энтропия сообщения  H(ZN)=H(Z)+H(Z)+…+H(Z)=NH(Z).  Энтропия на знак HN(Z)=H(Z) не зависит от длины N , т.е. H∞(Z)=H(Z), и  равна энтропии источника.

Если мы захотим найти условную энтропию последнего знака в сообщении, другими словами, найти информацию, передаваемую последним знаком при известных предыдущих, то для независимой последовательности эта энтропия H(ZN|Z1,…,ZN-1)= =H(Z|ZN-1)=H(Z|Z∞)= H(Z ) равна опять же энтропии источника без памяти. 
Однако тексты в реальных языках, как и служебные сообщения не являются независимыми. Рассмотрим энтропию стационарных сообщений марковского источника с памятью глубиной l 

H(ZN)=H(Z1,…,Zl,Zl+1,…,ZN)=H(Z1,…,Zl)+H(Zl+1,…,ZN| Z1,…,Zl).

Учитывая стационарность, свойства условной энтропии и порядок цепи l, получим
H(Zl+1,…,ZN| Z1,…,Zl)=H(Zl+1| Z1,…,Zl)+H(Zl+2| Z1,…,Zl+1)+…+H(ZN| Z1,…,ZN-1)=(N-l)H(Z|Zl).

И окончательно

H(ZN)=lH(Z)+(N-l)H(Z|Zl).

Если разделить на N и устремить N к бесконечности, то энтропия на знак окажется равной

H∞(Z)=H(Z|Zl)<H(Z).

К тому же результату придем, пытаясь найти информацию, передаваемую знаком, следующим за длинной последовательностью при известных всех предыдущих знаках

H(ZN+1|Z1,…,ZN)=H(Z|ZN)=H(ZN+1|ZN-l+1,…,ZN)=H(Z|Zl).
 Результат не зависит от длины N, следовательно 
H(Z|Z∞)= H(Z|Zl)<H(Z), 

и эта информация определяется только вероятностями состояний Sk ,k=1,…,2l   и  матрицей перехода P. 

Именно эти величины H∞(Z) и H(Z|Z∞) определяют затраты в битах на передачу одного знака стационарного источника, и затраты эти меньше, если генерируемая последовательность не является независимой, т.е. при наличии памяти источника.
С другой стороны, зависимость между знаками в последовательности и разные вероятности появления знаков в алфавите источника приводят к недоиспользованию знаков как переносчиков информации. Если бы все знаки были равновероятными и независимыми, то ту же информационную нагрузку можно было бы обеспечить, используя алфавит меньшего объема. Избыточность источника сообщений можно определить как
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Избыточность показывает насколько можно сократить длину последовательности N, если использовать равновероятные и независимые знаки. То есть, NH(Z)=NminHmax. Следовательно, 
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где γ=Nmin/N – коэффициент сжатия.

Например, объем алфавита знаков n=8. Значит Hmax=log8=3. Нужно передать сообщение в 15 бит. Из NminHmax=15 находим, что нам хватило бы алфавита из Nmin=5 знаков.

Максимальная энтропия источника с упрощенным русским алфавитом в 32 буквы равна Hmax=5. С учетом частот появления букв в текстах энтропия снижается до 4,35. Учет связей между буквами в текстах русского языка H(Z)≈1,5. Это меньше энтропии трехбуквенного равновероятного алфавита. Избыточность достигает D=0,7. Устранение избыточности алфавита равной D=0,7 позволило бы повысить производительность источника более чем в 3 раза. Но при этом любая ошибка была бы неразличимой и искажающей смысл сообщения.
Избыточность естественных языков не является недостатком. Именно эта зависимость, корреляция  знаков в сообщениях позволяет нам распознавать и исправлять ошибки и сокращения в текстах, понимать людей со всевозможными дефектами произношения.

Кроме информационных характеристик источника сообщений используют технические.

Если обозначить среднюю длительность выдачи одного знака  τ, то можно записать производительность источника G=H(Z)/ τ [бит/ед.вр.]. 
Задача 2.1.  Дан источник c начальным распределением вероятностей знаков из задачи 1.6. Считая, что источник генерирует марковскую цепь первого порядка с матрицей 
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найти финальные вероятности знаков. Убедитесь, что финальное распределение  π, как результат итераций по схеме (9), инвариантно к начальному распределению π(0).  Найти энтропию источника H(Z). Найти энтропию сообщения H(ZN) длиной в N=5 знаков и энтропию на знак HN(Z), считая, что источник выдает независимые последовательности с финальным распределением.

С учетом памяти источника, то есть, реальной зависимости знаков в последовательности найдите H(ZN), HN(Z), H(Z|Z∞).

Задача 2.2. С помощью программы Excel реализуйте статистическое моделирование независимого источника с вероятностями знаков из задачи 1.6. Для этого, используя датчик случайных чисел слчис(), смоделируйте последовательность длиной несколько сотен знаков и сравните относительные частоты появления знаков в последовательности с их вероятностями.

Задача 2.3.Смоделируйте марковский источник с заданной матрицей переходов из задачи 2.1 и проверьте точность финальных вероятностей знаков в полученной марковской цепи первого порядка.
Задача 2.4. Источник с алфавитом {0,1} называется двоичным. Последовательность на его выходе формируется матрицей
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Вычислить H(Z) и H(Z|Z∞) при отсутствии памяти источника и равновероятном алфавите и с учетом матрицы P. Найти собственную информацию последовательностей  0110, 1100 и 0001.

Задача 2.5. Сколько букв содержится в равновероятном алфавите, если в 6-буквенном слове из этого алфавита содержится 24 бита информации?

Задача 2.6. Определите количество знаков в алфавите, если его энтропия равна 3,2 бит, а избыточность составляет 0,2.

Задача 2.7. Источник с алфавитом из трех знаков задан цепью Маркова с матрицей
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Найти H(Z), HN(Z), N=1,2,…,H(Z|ZN), считая начальное распределение знаков совпадающим с финальным.
Контрольные вопросы.

1. Назовите основные информационные характеристики источника сообщений.

2. Что такое независимая последовательность знаков?

3. Как   вычислить   энтропию   дискретного   источника   сообщений с памятью?
4. Как определить глубину памяти источника?

5. Что такое стационарная случайная последовательность?

6. Какой будет матрица перехода источника с мощностью алфавита 32 знака и глубиной памяти 3? 

7. Как будет выглядеть энтропия на знак этого источника и энтропия последнего знака?

8. Как можно экспериментально оценить элементы марковской  матрицы?

9. Как можно провести статистическое моделирование источника с памятью?

10. Что понимают под избыточностью алфавита?
11. Каковы причины наличия избыточности в сообщении?
12.  Определите производительность источника дискретных сообщений и укажите пути ее повышения.
Практическая работа №3. Эффективное кодирование (сжатие)

Цель работы: Изучение особенностей кодирования для каналов без помех, понятий эффективности и префиксности кодов, приемов построения кодов Хаффмена, Шеннона, Гилберта-Мура и арифметического кода.

Если помехи в канале отсутствуют, то для кодирования или архивации (сжатия) данных,  можно минимизировать среднее число символов кодирования на один кодируемый знак. Это позволяет сократить время передачи или объем архива. Поэтому коды называют эффективными. Эффективность достигается тем, что наиболее вероятным знакам или последовательностям знаков присваивают наиболее короткие наборы символом (кодовые слова), а редким знакам – длинные наборы. Поэтому такой код также называют неравномерным.

При кодировании имеем дело с двумя алфавитами: исходным (алфавит знаков) и вторичным (алфавит символов). Число символов в алфавите называется основанием кода. 

Обычно используют двоичные коды, то есть, алфавит символов таков {0,1}.
Код должен быть однозначно декодируемым, то есть, любая последовательность переданных символов единственным образом разбивается на отдельные кодовые слова.
Допустим, знаки из алфавита {a,b,c,d} могут быть закодированы следующими четырьмя способами:

1. {00, 01, 10, 11}
2. {1, 01, 001, 000}
3. {1, 10, 100, 000}
4. {1, 0, 10, 01}
Первый код называется равномерным – все кодовые слова одинаковой длины.

Все коды, кроме четвертого однозначно декодируемы, причем второй является префиксным. Так называют однозначно декодируемый код, у которого ни одно кодовое слово не является началом другого слова. Благодаря префиксности нам не нужно передавать специальные символы-разделители кодовых слов.
Рассмотрим пример [1]. В скачках участвуют 4 лошади с равными шансами на победу. Нам нужно передавать номер победителя, то есть, источник сообщений имеет алфавит знаков Z= {1, 2, 3, 4}. Энтропия источника H(Z)=2 бит на знак. Значит, после каждого заезда по каналу связи достаточно будет передавать два бита информации о номере победившей лошади. Применим двоичный равномерный код {00, 01, 10, 11}. 

Поскольку все четыре сообщения равновероятны, то число двоичных символов (бит)  на знак равно 2.
Допустим теперь, что лошади имеют разные шансы P(1)=3/4, P(2)=1\8, P(3)=P(4)=1\16,

т.е. лошадь с номером 1 – это фаворит. Теперь H(Z)=1,186  меньше двух и неравномерный код будет эффективнее.
Применим префиксный код {1, 01, 001, 000}. Тогда, средняя длина кодового слова или среднее число символов на знак равна ML(Z)= 1*3/4+2*1/8+3*1/16+3*1/16=1,375 бит на знак.  Видно, что более вероятным номерам присвоены короткие кодовые слова, потому неравномерный код получился более экономичным, эффективным. Это позволяет повысить скорость передачи.

Избыточностью двоичного кода называют превышение средней длины кодового слова над минимально возможной, т.е. над энтропией исходного алфавита ML(Z)- H(Z). Относительная избыточность равна 1 - H(Z)/ML(Z). Коэффициент относительной оптимальности равен H(Z)/ML(Z).

Рассмотрим код Хаффмена, который является оптимальным. 

Будем считать, что знаки в алфавите {z1,…,zn} упорядочены по невозрастанию вероятности, то есть, p1≥ p2≥…≥ pn.

Строим двоичное дерево Хаффмена (рис.2). Узлы-вершины соответствуют исходному списку знаков. Объединяем два узла с наименьшими вероятностями в один новый узел с вероятностью равной сумме вероятностей объединяемых. Заменяем эти два в списке узлов новым узлом.

Затем опять объединяем два наименее вероятных узла в новом списке и заменяем их в следующем списке новым узлом с суммарной вероятностью и т.д. пока не объединятся два последних узла с суммарной вероятностью равной 1 в корне построенного дерева. Будем считать, что верхнее из двух ребер, сходящихся в узле, дает символ 0, а нижнее – 1. Тогда, двигаясь от корня к вершине zi, мы получим кодовое слово, соответствующее знаку zi.

На рис.2 показано кодовое дерево и полученный код Хаффмена для алфавита {z1,z2,…,z7} с вероятностями знаков {0,3,  0,25,  0,16,  0,1,  0,1,  0,06, 0,03}.
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                                 Рис. 2. Кодовое дерево и код Хаффмена.

Средняя длина кодового слова ML(Z)= 2,45 немного превышает энтропию источника H(Z)=2,4016. Полученный код оптимален, так как не существует кода с коэффициентом оптимальности более H(Z)/ML(Z)=0,98. Коэффициент относительной избыточности, равный 1 - H(Z)/ML(Z)=0,02, показывает, что этим кодом мы передаем информации на 2% больше, чем содержится в сообщении. 
Избыточность как степень несовершенства кода определяется разностью ML(Z)- H(Z).

Можно показать, что идеальный код Хаффмена с нулевой избыточностью получится, если вероятности знаков упорядоченного алфавита убывают по закону pi=1/2i, i=1,…,n. Именно в этом случае длины кодовых слов будут в точности равны собственной информации соответствующих знаков, и средняя их длина окажется равной энтропии источника. Коэффициент оптимальности достигнет единицы.  Рекомендуется проверить это самостоятельно в задаче 3.3.

Существуют более простые алгоритмически, но менее эффективные коды: Шеннона, Гилберта-Мура [1, 2]. В этих кодах некоторое увеличение избыточности компенсируется простотой кодирования и декодирования. 

Рассмотрим код Шеннона.  Упорядоченной последовательности вероятностей знаков

 p1≥ p2≥…≥ pn поставим в соответствие последовательность кумулятивных (накопленных) вероятностей 
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Чтобы найти кодовое слово для знака zi берем двоичную запись числа qi  и оставляем в ней первые ri  разрядов, где  
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  То есть, мы округляем до большего целого собственную информацию знака zi. Эффективность, как и прежде в том, что чем меньше pi, тем длиннее кодовое слово.  Например, pi=0,118 и qi=0,541, что в двоичной системе дает qi= 0,100010101. Находим  –log0,118=3,083, ri=4 и кодовое слово 1000.

Процесс кодирования по методу Шеннона знаков источника (рис.2) показан в табл.1

                                                                                                            Таблица 1
	zi
	pi
	qi
	-logpi
	ri
	Двоичная запись qi
	Кодовое слово

	z1
	0,3
	0
	1,737
	2
	 0,0000000000
	00 

	z2
	0,25
	0,3
	2,000
	2
	 0,0100110011
	 01

	z3
	0,16
	0,55
	2,644
	3
	 0,1000110011
	 100

	z4
	0,1
	0,71
	3,322
	4
	 0,1011010111
	 1011

	z5
	0,1
	0,81
	3,322
	4
	 0,1100111101
	 1100

	z6
	0,06
	0,91
	4,059
	5
	0,1110100011 
	 11101

	z7
	0,03
	0,97
	5,059
	6
	 0,1111100001
	 111110


Средняя длина кодового слова оказалась равной  ML(Z)= 2,86. Избыточность ML(Z)- H(Z)= 0,4584  заметно выше, чем у кода Хаффмена.
Код Гилберта-Мура удобен тем, что не предполагает сортировки букв по невозрастанию вероятностей. Алгорим кодирования очень прост. Для произвольного, неупорядоченного алфавита с вероятностями p1,…,pn находим кумулятивные вероятности q1,…,qn также как и в методе Шеннона. Затем каждому знаку ставим в соответствие число σi=qi+pi/2. Кодовым словом для знака zi будет последовательность из первых ri  разрядов в двоичной записи числа σi. Здесь 
[image: image25.wmf]é

ù

.

/2)

log(p

r

i

i

-

=

 В табл. 2 показан процесс кодирования того же алфавита по Гилберту-Муру.

                                                                                                                                    Таблица 2

	zi
	pi
	qi
	σi=qi+pi/2
	-log(pi/2)
	ri
	Двоичная запись σi
 
	Кодовое слово

 

	z1
	0,1
	0
	0,05
	4,322
	5
	 0,0000110
	 00001

	z2
	0,16
	0,1
	0,18
	3,644
	4
	 0,0010111
	0010 

	z3
	0,3
	0,26
	0,41
	2,737
	3
	 0,0110100
	 011

	z4
	0,03
	0,56
	0,575
	6,059
	7
	 0,1001001
	 1001001

	z5
	0,25
	0,59
	0,715
	3,000
	3
	 0,1011011
	 101

	z6
	0,1
	0,84
	0,89
	4,322
	5
	 0,1110001
	 11100

	z7
	0,06
	0,94
	0,97
	5,059
	6
	 0,1111100
	111110 


Теперь избыточность достигает ML(Z)- H(Z)=3,86-2,4016= 1,4584. Зато мы не занимаемся сортировкой знаков по убыванию вероятностей. Кодовую таблицу не нужно ни составлять, ни передавать декодеру. Достаточно знать кумулятивные вероятности знаков.
Для декодирования этого кода нужно лишь определить в какой подынтервал интервала [0,1) попадает округленное число σi . То есть, если qi≤ σi< qi+1, то был передан знак zi.
К сожалению, при очень неравномерном распределении вероятностей знаков избыточность описанных кодов возрастает, и коэффициент оптимальности снижается.

Для сжатия удобнее кодировать не отдельные знаки, а их последовательности (блочное кодирование). При этом мы можем учесть память источника и этим еще повысить эффективность кодирования.   Но количество возможных последовательностей  намного больше объема алфавита n, и процедура их сортировки по вероятности достаточно трудоемка, а также нежелательно формирование и хранение большой кодовой таблицы. 

При кодировании последовательностей мы, используя логику Гилберта-Мура, не упорядочиваем их и не составляем кодовые таблицы. Кодер вычисляет кодовое слово для конкретной последовательности, поступившей на его вход. Декодер восстанавливает последовательность по кодовому слову, зная лишь его длину и кумулятивные вероятности символов.

Рассмотрим блочный арифметический код.

Считаем, что алфавит знаков {z1,…,zn} упорядочен не по убыванию вероятностей, а по другому правилу, скажем, по алфавиту. Тогда можно установить лексикографический порядок на множестве всевозможных последовательностей (слов) подобно тому, как это делается в словарях. Формально это правило можно записать так. В нашем алфавите знак  zi  предшествует zj  (
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Тогда при вычислении кумулятивных вероятностей пользуемся правилом
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Таким образом, кумулятивная вероятность  ZN  равна сумме вероятностей всех слов длиной N, которые встречаются в словаре раньше  ZN .

 Для источника без памяти вероятность последовательности равна произведению вероятностей входящих в нее знаков 
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При вычислении вероятностей последовательностей, генерируемых источником с памятью, мы используем условные вероятности чередования знаков (см. работу №3)
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Для упрощения алгоритма можно вывести рекуррентные формулы [1]

                            
[image: image32.wmf]),

(

)

(

)

(

)

(

1

1

k

k

k

k

Z

q

Z

p

Z

q

Z

q

-

-

+

=

                                                               (10)

                             
[image: image33.wmf].

,...,

3

,

2

,

)

(

)

(

)

(

1

N

k

Z

p

Z

p

Z

p

k

k

k

=

=

-

                                                     (11)                       

Обозначим ячейки памяти для вычисления вероятностей (10) и (11) буквами F и G. Тогда можно записать алгоритм арифметического кодирования.
Input: 

1. Алфавит и вероятности знаков  p1,p2,…,pn  и условные вероятности, если есть память источника.
2. Длина последовательности N и кодируемая последовательность (Z1,Z2,…,ZN).
3. F=0 ,  G=1.
Output: Кодовое слово
Вычисляем кумулятивные вероятности q1=0, qi=qi-1+pi-1, i=2,3,…,n.
Делаем N шагов обновления ячеек F и G согласно рекурсии 
  F ←F+q(Zk)G
  G←p(Zk)G, k=1,…,N
Формируем кодовое слово как первые  
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   разрядов двоичной записи числа F+G/2. 

Так как G есть вероятность последовательности, длина кодового слова будет больше для маловероятных последовательностей.
Если источник формирует простую цепь Маркова, то вместо p(Zk) и q(Zk) используем условные вероятности перехода
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Покажем процесс кодирования последовательности на примере.

 Источник без памяти имеет алфавит {a, b, c} с распределением вероятностей знаков pa=0,1,  pb=0,6,  pc=0,3. Кумулятивные вероятности qa=0, qb=0,1, qc=0,7. На вход кодера поступает последовательность Z5=(Z1Z2Z3Z4Z5)= (bcbab). В табл. 3 показаны пять шагов алгоритма арифметического кодирования.

                                                               Таблица 3
	k
	Zk
	p(Zk)
	q(Zk)
	F
	G

	0
	 
	 
	 
	0
	1

	1
	b
	0,6
	0,1
	0,1
	0,6

	2
	c
	0,3
	0,7
	0,52
	0,18

	3
	b
	0,6
	0,1
	0,538
	0,108

	4
	a
	0,1
	0
	0,538
	0,0108

	5
	b
	0,6
	0,1
	0,53908
	0,00648


Длина кодового слова равна 
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Кодовое слово это первые 9 разрядов двоичной записи числа F+G/2=0,53908+0,00648/2=0,54232≈        Φ
Полезно рассмотреть графическую интерпретацию арифметического кодирования на этом же примере (рис.3).
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Рис.3. Иллюстрация процесса кодирования слова bcbab.

Видно как на каждом шаге при добавлении каждого знака кодируемой последовательности сужается исходный интервал [0,1) и уточняется точка F и длина отрезка G, на котором находится число F+G/2, определяющее код данной последовательности. 

При декодировании арифметического кода используется алфавит, вероятности pi  и qi  и длина N последовательности (слова). Обычно вместо передачи N формируется специальный знак конца слова.
В ходе декодирования полученной округленной величины Φ мы рекуррентно вычисляем  ближайшее к  Φ слева значение кумулятивной вероятности q(ZN), соответствующее переданной последовательности ZN.

Обозначим теми же буквами G и F ячейки накопления вероятности последовательности 
p(Zk) и ее кумулятивной вероятности q(Zk)

Алгоритм декодирования арифметического кода.

Input:

1. Алфавит и вероятности знаков  p1,p2,…,pn  и условные вероятности, если есть память источника.
2. Кумулятивные вероятности для алфавита   q1=0, qi=qi-1+pi-1, i=2,3,…,n, qn+1=1.
3. Длина последовательности N и кодовое слово в виде числа Φ
Output: Декодированная последовательность (Z1,Z2,…ZN)

Инициализация F=0 ,  G=1.

Декодирование

 for k=1 to N  do
       j=1

      while  F+qjG< Φ  do
                 j←j+1

      end
           F ←F+qjG
           G←pjG,

           Zk=zj
end
В реальности встречается ситуация, в которой статистические свойства источника сообщений неизвестны. Эта ситуация типична для архиваторов, для кодирования аудио- и видеоинформации. Различают два подхода к такому сжатию информации: кодирование без задержки (on-line алгоритмы), когда возможно накапливать статистику лишь о предыдущих знаках, и двухпроходное кодирование (off-line алгоритмы), где кодер предварительно исследует статистические свойства последовательности. 
 Разработано достаточно много таких универсальных алгоритмов, обеспечивающих минимальную избыточность при заданных ограничениях на время задержки и сложность кодирования и декодирования, допускающих адаптацию и обновление статистических свойств (см., например, [1, гл.3 ]).
Задача 3.1. Построить код Хаффмена для источника со следующим распределением знаков (0,4,  0,23,  0,11,  0,08,  0,06,  0,05,  0,04,  0,03). Определить избыточность кода.

Задача 3.2. Для  источника с вероятностями знаков (0,12 ,  0,36,   0,12 , 0,09,  0,27,   0,04) построить коды Шеннона и Гилберта-Мура. Сравнить коды по эффективности.

Задача 3.3. Источник выдает знаки алфавита {z1,z2,…,z6}  с вероятностями pi=1/2i, i=1,…,6

Построить коды Хаффмена, Шеннона, Гилберта-Мура и сравнить избыточности кодов.
Задача 3.4. Для источника с вероятностями букв p(a)=1/2, p(b)=1/4, p(c)=1/4 построить код Хаффмена для букв, для блоков длиной 2 буквы, - 3 буквы. Исследовать зависимость избыточности и коэффициента оптимальности от длины блока.

Задача 3.5. Для двоичного источника с вероятностями p0=0,9 и p1=0,1 исследовать зависимость средней длины кодового слова и избыточности от длины кодируемой последовательности.

Задача 3.6. Построить коды Хаффмена и Гилберта-Мура для источника из задачи 2.7 для двухбуквенных слов.

Задача 3.7. Закодировать арифметическим кодом последовательность  (cbbac) из примера в тексте. Проверить правильность декодирование по предлагаемому алгоритму.

Задача 3.8. Закодировать арифметическим кодом последовательность 01101 на выходе двоичного источника с p1=0,4. Сравнить длину кодового слова с собственной информацией кодируемой последовательности. Каким будет среднее число символов на знак при кодировании кодом Шеннона.
Задача 3.9. Какие изменения нужно внести в алгоритмы и программы арифметического кодирования и декодирования, чтобы они соответствовали источнику, описываемому простой цепью Маркова?

Задача 3.10. По тексту, заданному преподавателем, определить относительные частоты букв и пробела и закодировать текст по способу Хаффмена, Шеннона, Гилберта-Мура. Сравнить эффективность кодирования. Закодировать несколько слов из текста арифметическим кодом и декодировать их, считая пробел концом слова.

 Задача 3.11. Вычислить длины кодов Хаффмена и арифметического для сообщения AAB, полученного от источника со следующим распределением вероятностей

p(A)=1/3, p(B)=2/3.

Задача 3.12. Декодировить арифметический код 011 для последовательности значений д.с.в. из предыдущего упражнения. Остановиться, после декодирования третьего символа.

Задача 3.13. Составить арифметический код для сообщения BAABC, полученного от д.с.в.  со следующим распределением вероятностей  p(A)=1/4, p(B)=1/2, p(C)=1/4    Каков будет арифметический код для этого же сообщения, если распределена по закону p(A)=1/3, p(B)=7/15, p(C)=1/5 ?

Контрольные вопросы.

1. В чем суть эффективного статистического кодирования?
2. Каковы причины эффективности кодирования длинных последовательных знаков?

3.  За счет чего при эффективном кодировании уменьшается средняя длина кодовой комбинации?

4. До какого предела может быть уменьшена средняя длина кодовой комбинации при эффективном кодировании?

5. Какому основному условию должны удовлетворить эффективные коды?

6. Перечислите сложности, возникающие при использовании эффективных кодов.
7. В чем преимущества использования двоичных кодов при передаче, хранении и обработке информации?
Практическая работа №4. Исследование канала с помехами

Цель работы: используя матрицу стационарного канала без памяти, найти энтропию на выходе, условную энтропию, как оценку средних потерь информации на передаваемый знак, информационную скорость, пропускную способность канала, …

Наличие в канале помех и, следовательно, возможных искажений передаваемых символов кода приводит к неоднозначности соответствия между символами на входе канала ui и на выходе vi, i=1,…,n. Следовательно, в модель канала кроме входного и выходного алфавитов должна быть включена квадратная матрица условных вероятностей, элемент которой p(vj|ui) есть вероятность получить символ vj при передаче ui. Таким образом, матрица канала отражает особенности помех и позволяет найти энтропию H(V) , условные энтропии H(U|V) и H(V|U) и взаимную информацию IU-V (бит на символ)

                IU-V=H(U)-H(U|V)=H(V)-H(V|U)=H(U)+H(V)-H(U,V),                                   (12)

которую можно понимать как информацию о символе на входе канала по символу на выходе. То есть это информация, переносимая по каналу одним символом. При IU-V=0 передача информации невозможна.
 Условные энтропии H(U|V) (неопределенность о переданном символе после приема) и  H(V|U) (неопределенность о том, что получим на выходе после передачи) при наличии помех не равны нулю, и среднее количество информации, переносимое по каналу одним символом, меньше энтропии H(U).

Очевидно, что H(U|V)  можно интерпретировать как средние потери информации  на один символ.
Можно найти информационную емкость канала как максимально возможную взаимную информацию 
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и с учетом (12) понятно, что при заданной матрице канала и, следовательно, H(U|V), нужно подбирать распределение символов входного алфавита как можно ближе к равномерному, увеличивая H(U).  Тогда эффективность передачи данных будет наибольшей.

Кроме информационных характеристик  канала:  H(U|V), IU-V, с0 используют технические.

Если среднее время передачи одного символа обозначить τ, то количество символов в единицу времени или скорость манипуляции равна ϑ=1/τ  и скорость передачи символов в канале 
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а пропускная способность канала 
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равна предельной скорости передачи канала при данных его ограничениях ϑ и H(U|V) , что может быть достигнуто только увеличением энтропии алфавита H(U).  

Можно определить коэффициент загрузки канала
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который будет равен единице при отсутствии помех H(U|V)=0 и равновероятности подлежащих передаче символов.

Как было показано в работе №3, кодирование последовательностей символов эффективней посимвольного кодирования, так что на входе канала имеем последовательность UN, а на выходе  - VN.  Тогда количество информации, переносимое по каналу одним кодовым словом равно 
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Скорость передачи информации 
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бит на символ. Информационная емкость канала достигает
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В подавляющем большинстве случаев используются двоичные алфавиты {0,1} и моделью канала с помехами служит простой граф (рис.4).

[image: image45.emf] 

   U 1 =0  

  U 2 =1  

        P (0|0)  

        P (1|1)  

P (0|1)   P (1|0)  

V 1 =0  

V 2 =1  


Рис.4. Двоичный канал.

При одинаковых вероятностях передачи и искажения каждого символа имеем двоичный симметричный канал. Матрица этого канала такова 
[image: image46.wmf].
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Можно показать (задача 4.4), что при p=0,5 информация переносимая по этому каналу равна нулю, то есть вход и выход канала независимы.
Задача 4.1. Четыре символа источника U  со следующим распределением вероятностей символов p(u1)=0,2, p(u2)=0,1, p(u3)=0,4 , p(u4)=0,3  передаются по каналу с матрицей  
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Найти вероятности  символов v1,v2,v3,v4  приемника V, условные энтропии H(U|V) и H(V|U), взаимную информацию IU-V , информационную емкость данного канала. Считая, что время передачи одного символа τ=0,01с, найти пропускную способность канала. Найти потери информации при передаче 5000 символов и среднее количество принятой информации.

Задача. 4.2. Для двоичного канала (рис.5), считая символы на входе равновероятными, вычислить взаимную информацию и информационную емкость 

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



                                                         Рис.5.

Задача 4.3. Для трех различных  каналов (рис.6) вычислить пропускные способности при τ=0,1с
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                                                                    Рис.6.

Задача  4.4. Для двоичного симметричного канала с  p=0,5 (рис.4) вычислить потери в канале и информационную емкость. Какова вероятность передать по этому каналу 10 бит с тремя ошибками?

Задача 4.5. По двоичному симметричному каналу передаются кодовые слова длиной 14. Какова вероятность того, что ровно пять символов будут приняты неправильно? Какова вероятность того, что менее пяти символов будут приняты неправильно? Сколько имеется слов, отличающихся от данного не больше, чем в четырех позициях?

Контрольные вопросы.

1.  Назовите основные характеристики дискретного канала.

2.  Какие исходные данные необходимы для создания информационной модели канала с помехами?
3. Как найти вероятности символов на выходе канала с помехами?

4. Как можно найти H(U|V)?
5. В чем различие между технической и информационной скоростями передачи?

6.  Поясните  сущность  понятия  пропускной  способности  канала.

7.  Запишите выражения для пропускной способности дискретного канала с помехами и без помех.

8. Определите условия неискаженной передачи сигнала по каналу.
Лабораторно-практическая работа 5. Помехоустойчивое кодирование.

Цель работы: Изучение особенностей, возможностей и характеристик  алгебраических, блоковых и групповых кодов. Построить код Хемминга по заданным параметрам.

При наличии помех и, следовательно, искажений информации эффективное кодирование не обеспечивает надежности передачи данных. Необходимы помехоустойчивые коды, что достигается введением избыточности. Последовательности символов (нулей и единиц) на выходе кодера канала должны удовлетворять определенным условиям. Проверка этих условий в декодере позволяет обнаружить или даже исправить ошибки, то есть, искажения 0 в 1 или наоборот.

Эти условия заложены в алгебраической структуре кода, поэтому помехоустойчивые коды называют алгебраическими. При построении кодов используют линейную алгебру, теорию групп и комбинаторику.

 Вероятности появления символов и искажений не принимают в расчет. Частным случаем алгебраических кодов являются блоковые, в которых последовательность символов состоит из двух блоков: информационного и проверочного. 

Рассмотрим основные характеристики блокового кода. На входе кодера канала имеем последовательность длиной k символов. На выходе – последовательность из n>k символов, в которой k символов составляют информационный блок, а остальные n-k символов – проверочные. Это так называемый (n,k)код.
 Число всевозможных последовательностей длиной k равно количеству k-разрядных двоичных чисел 2k. Число всевозможных последовательностей (комбинаций) на выходе кодера 2n. Из них только  2k разрешенных, соответствующих входным, а остальные 2n-2k – запрещенные. Именно этим отличается помехоустойчивый код. Избыточностью кода называют отношение (n-k)/k.
Теоретически любая из разрешенных комбинаций, пройдя через канал с помехами, может исказиться в любую из 2n, так что возможны 2n2k  всевозможных трансформаций. В это огромное число входят 2k случаев безошибочных, неискаженных передач и 2k( 2n-1) случаев перехода в другие разрешенные комбинации (необнаруживаемые искажения). Остальные2k( 2n-2k) случаи перехода в неразрешенные комбинации в принципе могут быть обнаружены.

Следовательно, доля обнаруживаемых ошибочных комбинаций от общего из общего числа 2n2k всевозможных трансформаций в канале составляет
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и называется обнаруживающей способностью кода.

Прием запрещенной комбинации означает наличие ошибок, и такая комбинация не декодируется, игнорируется. 

Однако можно построить код, исправляющий ошибки. Любой метод кодирования можно представить как способ разбиения всего множества запрещенных комбинаций 2k( 2n-2k) на 2k непересекающихся подмножеств (классов) Mi , i=1,…, 2k, каждому из которых соответствует разрешенная комбинация Ai. Процесс декодирования это выяснение принадлежности запрещенной комбинации к конкретному классу Mi. Ошибка будет исправлена, если полученная запрещенная комбинация действительно получилась из Ai, то есть, в 2n-2k случаях. 

Поскольку всего случаев перехода в неразрешенные комбинации 2k( 2n-2k), то отношение 
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называется корректирующей способностью кода.

Ясно, что попытка построить код, исправляющий любые возможные ошибки, приведет к огромной избыточности, задержкам и снижению скорости передачи. Обычно исправлению подлежат независимые ошибки малой кратности, поскольку вероятности других ошибок исчезающе малы в силу защищенности реальных каналов и хранилищ данных.

Таким образом, возможны лишь переходы в запрещенные комбинации, отличающиеся от переданной в небольшом числе символов (разрядов). Число разрядов, в которых отличаются две комбинации называется кодовым расстоянием  d между ними. Его легко определить как число единиц в результате  поразрядного сложения комбинаций по модулю 2 
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Первые  работы  по  корректирующим  кодам  принадлежат  Хеммингу,  который ввёл понятие минимального кодового расстояния dmin на множестве пар разрешенных комбинаций и предложил код, позволяющий указать искаженные разряды  в полученной    комбинации. 
Понятно, что при dmin=1 любая ошибка превратит передаваемую комбинацию в другую разрешенную и обнаружение невозможно. Если же код должен обнаруживать ошибки кратности не более r, то нужно обеспечить условие dmin≥r+1.

Легко убедиться, что для исправления одиночной ошибки dmin должно быть не менее 3, а для исправления ошибок кратности s необходимо выполнение условия dmin≥2s+1. Если же код должен одновременно исправлять s-кратные ошибки и обнаруживать ошибки кратности r≥s, то минимальное расстояние между разрешенными комбинациями должно обеспечивать dmin≥s+r+1.
Можно получить выражения, связывающие избыточность (n,k)-кода с его корректирующими способностями. Известна верхняя граница Плоткина 
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Верхняя граница Хемминга позволяет найти максимальное число разрешенных кодовых комбинаций Q n-значного двоичного кода, исправляющего независимые ошибки кратностью до s включительно
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Это комбинации, расстояние между которыми не менее 2s+1.
Множество разрешенных кодовых комбинаций образует группу. Это алгебраическая система, обладающая рядом свойств [2]. Для нас важно свойство замкнутости относительно основной операции – поразрядного сложения по модулю 2. Это означает, что применение операции к двум элементам группы дает элемент из этой же группы. Поскольку эта операция коммутативна, то это абелева группа. Коды, построенные на этой основе, называются групповыми.
Множество разрешенных n-разрядных кодовых комбинаций должно образовывать подгруппу А группы всевозможных n-разрядных кодовых комбинаций Gn. Пусть В1 есть элемент Gn, не входящий в А. Складывая поочередно все элементы А с В, получим смежный класс группы Gn по подгруппе А, порождаемый элементом В1. Затем образуем смежный класс группы, порождаемый элементом В2 и т.д. пока не разложим всю группу  Gn на смежные классы по подгруппе А. Элементы Вi называют образующими элементами смежных классов.

Если в качестве Вi взять так называемый вектор ошибки – комбинацию, где единицы стоят лишь в искаженных разрядах, то каждый элемент i-го смежного класса есть результат сложения элемента А с вектором ошибки, то есть соответствующее искажение разрешенной комбинации. Таким образом, получив неразрешенную комбинацию из конкретного  i-го смежного класса, нужно сложить ее с образующим класс вектором ошибки Bi и получить исправленную разрешенную комбинацию.

Из 2n-1 всевозможных ошибок групповой код сможет исправить всего 2n-k-1 ошибок (число классов смежности).
Так что декодер должен определить, к какому классу смежности принадлежит принятая неразрешенная комбинация, то есть распознать вектор ошибки. Для этого каждому классу ставится в соответствие комбинация, называемая опознавателем вектора ошибки или синдромом и вычисляемая в результате проверки справедливости одного из равенств. Обычно проверяется четность количества единиц в конкретных разрядах комбинации. Причем эти же равенства используются при формировании проверочных символов на стадии кодирования.

Допустим, мы хотим передавать 2k команд (кодовых слов). Как определить разрядность n (n,k)-кода, который должен исправлять одиночные ошибки. Значит, число ненулевых
 опознавателей должно быть не менее n, и число проверочных разрядов n-k находим из условия 

                                                  2n-k-1≥n.                                                                     (15)

Если нужно исправлять одну или две независимые ошибки, то число проверочных разрядов находим из условия
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  и т.д. Практически часто проверочных разрядов требуется больше.

Пример. Пусть мы хотим построить групповой код для передачи N=15 команд
 (k=4) с исправлением одной ошибки. Из условия (15) находим n=7. Получаем n-k=3 проверочных разряда.

В табл. 4 приведены все 7 возможных векторов ошибок и соответствующие им опознаватели, представляющие собой номера искаженных разрядов в виде двоичного числа. Код с такими опознавателями называется кодом Хэмминга.

                                Таблица 4
	Номер

разряда
	Вектор 

 ошибки


	Опоз-

наватель

	1
	0000001
	001

	2
	0000010
	010

	3
	0000100
	011

	4
	0001000
	100

	5
	0010000
	101

	6
	0100000
	110

	7
	1000000
	111


При построении опознавателей двух и более ошибок возникают проблемы. В этой ситуации нужно пользоваться специальными таблицами. [2, табл.6.5].

При декодировании мы вычисляем опознаватель и находим ошибку. Если в младшем разряде опознавателя получилась единица, значит, есть ошибка в каком-то из разрядов кода, опознаватели которого имеют единицу в младшем разряде. Из таблицы 4. Видно, что это первый, третий, пятый или седьмой разряды. Тогда первое проверочное равенство, как условие четности числа единиц в этих разрядах, таково
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Аналогично находим второе и третье проверочные равенства
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                                            Таблица 5        
	№
	а1
	а2
	а3
	а4
	а5
	а6
	а7

	1
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	1

	2
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0

	3
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1

	4
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0

	5
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	1

	6
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0

	7
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1

	8
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0

	9
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1

	10
	1
	0
	1
	1
	0
	1
	0

	11
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1

	12
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	0

	13
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1

	14
	0
	0
	1
	0
	1
	1
	0

	15
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1


Для однозначного определения символов в проверочных разрядов мы должны считать проверочными те три разряда, которые по одному разу входят в равенства. Это первый, второй и четвертый разряды, которые при кодировании должны определяться по правилам 
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Третий, пятый, шестой и седьмой разряды считаем информационными и образуем их как 15 двоичных чисел. Затем по правилам (16) формируем проверочные разряды, выделенные серым в табл. 5.

Допустим при передаче команды №4 1001100 было получено 1001110, то есть, искажен шестой разряд. Декодер вычисляет опознаватель 
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Получаем число 110 равное 6 и исправляем ошибку в шестом разряде. 
В ходе лабораторной работы реализуем матричный способ построения группового (n,k)-кода. Порождающая матрица Mk,n=[Ik:Pk,n-k], где Ik – единичная матрица, а Pk,n-k – матрица-дополнение, элементы которой вычисляются по правилам (16). Поразрядное сложение по модулю два будем получать в Excel с помощью функции ЕСЛИ(ЕЧЁТН(СУММ(а3+а5+а7))=ИСТИНА;0;1). Информационные разряды записываем  в виде матрицы AN,k. Кодовые комбинации получаются в виде матрицы CN,n= AN,kMk,n. При умножении матриц используем ЕСЛИ(ЕЧЁТН(МУМНОЖ(команда;порождающая матрица))=ИСТИНА;0;1). На приемной стороне канала декодер содержит проверочную матрицу 

Hn-k,n=[PTk,,n-k:In-k]. Опознаватель ошибки вычисляется умножением полученной комбинации на HTn-k,n.
Для рассмотренного кода (7,4) получаем. 
	a3
	a5
	a6
	a7
	a1
	a2
	a4

	1
	0
	0
	0
	1
	1
	0

	0
	1
	0
	0
	1
	0
	1

	0
	0
	1
	0
	0
	1
	1

	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1


M4,7=[I4:P4,3]= 
Здесь удобнее сгруппировать проверочные разряды в правый блок порождающей матрицы.  Передаваемые команды и коды получаются такими

	a3
	a5
	a6
	a7

	0
	0
	0
	1

	0
	0
	1
	0

	0
	0
	1
	1

	0
	1
	0
	0

	0
	1
	0
	1

	0
	1
	1
	0

	0
	1
	1
	1

	1
	0
	0
	0

	1
	0
	0
	1

	1
	0
	1
	0

	1
	0
	1
	1

	1
	1
	0
	0

	1
	1
	0
	1

	1
	1
	1
	0

	1
	1
	1
	1

	
	
	
	

	
	a3
	a5
	a6
	a7
	a1
	a2
	a4

	
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1

	
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	1

	
	0
	0
	1
	1
	1
	0
	0

	
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	1

	
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0

	
	0
	1
	1
	0
	1
	1
	0

	C15,7=
	0
	1
	1
	1
	0
	0
	1

	
	1
	0
	0
	0
	1
	1
	0

	
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	1

	
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1

	
	1
	0
	1
	1
	0
	1
	0

	
	1
	1
	0
	0
	0
	1
	1

	
	1
	1
	0
	1
	1
	0
	0

	
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0

	
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1


A15,4=
	1
	1
	0
	1
	1
	0
	0

	1
	0
	1
	1
	0
	1
	0

	0
	1
	1
	1
	0
	0
	1


Проверочная матрица

H3,7 =[PT4,3:I3]=
Та же самая комбинации №4 с искаженным шестым разрядом выглядит теперь так

	0
	1
	1
	0
	1
	0
	1


и при умножении слева на транспонированную проверочную матрицу HTn-k,n   даст опознаватель  011, равный
 десятичному числу 6.

5.1. Определите основные характеристики кода Хемминга для передачи 28 команд с исправлением одной ошибки, то же для 6 команд с исправлением двух независимых ошибок.

5.2. Построить групповой код для передачи 10 команд с обнаружением двух независимых ошибок.

5.3. Построить групповой код для передачи 12 команд с исправлением двух независимых ошибок.

Контрольные вопросы.
1. В чём заключается сущность помехоустойчивого кодирования?

2. Какие задачи решают помехоустойчивые коды?

3. В  чём  заключается  сложность выбора  корректирующего  кода для реальных

каналов связи?

4. Какие коды называются блочными?

5. Перечислите основные характеристики корректирующих кодов.

6. Что такое минимальное кодовое расстояние?

7. Укажите количественную связь между минимальным кодовым расстоянием

и корректирующей способностью кода.
8. Что подразумевают под кратностью ошибки?

9.Запишите соотношения, связывающие минимальное кодовое расстояние с числом обнаруживаемых и исправляемых ошибок.

10.  Назовите    основные    показатели    качества    корректирующего кода

11. Что понимают под вектором ошибки?

12.  Что такое опознаватель ошибки?

13. Как составляется таблица опознавателей для конкретной совокупности корректируемых векторов ошибок?

14. Как по таблице опознавателей записать равенства, в соответствии с которыми определяются значения проверочных разрядов?

15. Дайте определение порождающей матрицы кода.
Литература.

1. Кудряшов Б.Д. Теория информации, СПБ.: Питер, 2009
2. Дмитриев В.И. Прикладная теория информации, М.: 1989
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� Нулевой опознаватель говорит об отсутствии ошибок.


� Нулевую комбинацию обычно не используют, поэтому число команд 2k-1.


� Здесь младшие разряды находятся левее старших.
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