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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Данное учебное пособие написано на основе накопленного ка-
федрой «Строительная механика» Сибирского государственного 
университета путей сообщения многолетнего опыта использования 
Методических указаний к выполнению контрольных работ по со-
противлению материалов для студентов заочного факультета. 

Учебное пособие состоит из двух частей, что соответствует 
программе курса, читаемого для большинства технических спе-
циальностей в двух семестрах. 

Для лучшего усвоения студентами материала дисциплины в 
учебном пособии изложены основные понятия и необходимые 
формулы, рассмотрен порядок решения типовых задач, приведены 
некоторые справочные данные и задания к контрольным работам. 

Для более глубокого изучения вопросов сопротивления мате-
риалов даны ссылки на учебники и приведен список рекомен-
дуемой литературы. Все это облегчит студентам освоение теоре-
тического и практического материала и будет полезно при само-
стоятельном изучении дисциплины. 

Автор выражает глубокую признательность рецензентам — 
д-рам техн. наук, проф. Г.И. Гребенюку и А.С. Ракину, а также 
сотрудникам кафедры «Строительная механика» СГУПСа — 
проф. М.Х. Ахметзянову, доцентам П.В. Гресу, В.М. Тихомиро-
ву и А.П. Шабанову за ценные замечания и рекомендации, кото-
рые были учтены при завершении работы над рукописью. 

Все замечания и пожелания направлять по адресу: 630049, г. Но-
восибирск, ул. Д. Ковальчук, 191, каф. «Строительная механика». 

Автор 
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УКАЗАНИЯ К ВЫПОЛНЕНИЮ И ОФОРМЛЕНИЮ 
КОНТРОЛЬНЫХ РАБОТ 

Каждый студент выполняет контрольные работы в соответст-
вии со специальностью и своим шифром. 

Номера задач 
Специальность Контрольная 

работа № 3 
Контрольная 
работа № 4 

Контрольная 
работа № 5 

СЖД, МТ, АД, 
СУ, УМТ 1, 2, 3 4, 5, 6 8, 10, 13, 14 

ПГС, ВВ, УП 1, 2, 3 4, 5, 6 8, 13, 14 
СДМ, СТЭМ, 
ТМ, УСМ 1, 2, 3 4, 5, 7 8, 9, 11, 12, 14

УПП, УУ, ВУ 8, 10, 12   
ССУ, УБТ 8, 10, 12   

Задачи к контрольным работам приведены на с. 136–158. Схе-
мы и исходные данные взять к каждой задаче в соответствии с 
личным шифром и первыми шестью буквами русского алфавита. 

Например: Шифр 99−П−5. 

а б в г д е 
0 5 0 5 0 5 

Более подробно порядок выбора данных и требования к 
оформлению контрольных работ описаны в I части учебного по-
собия [10]. 
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ТЕМА 12 

ПЕРЕМЕЩЕНИЯ ПРИ ИЗГИБЕ. 
МЕТОД НАЧАЛЬНЫХ ПАРАМЕТРОВ 

Теория:  [1], гл. 7, § 7.1, 7.2, 7.4; 
 [2], гл. 9, § 78, 79, 81. 

Чтобы судить о работе изгибаемых балок, недостаточно знать 
только напряжения, так как весьма прочные балки могут оказаться 
непригодными к эксплуатации из-за недостаточной жесткости. 
Проверка жесткости сводится к требованию, по которому наи-
больший прогиб vmax не должен превышать определенной доли 
пролета балки: 

 
m

v 1
max = ,  (12.1) 

где m  устанавливается нормами проектирования, обычно в 
пределах от 200 до 1000. 

Отсюда видно, что прогибы, как правило, малы по сравнению 
с пролетом балки, что позволяет ввести некоторые упрощения: 

1) при малых прогибах угол наклона касательной к изогнутой 
оси балки можно определять как 

 
dx
dv

=θ≈θ tg ;  (12.2) 

2) горизонтальными перемещениями точек оси балки можно 
пренебречь, так как они по сравнению с вертикальными проги-
бами v будут величинами второго порядка малости. 

Для определения деформаций необходимо получить уравне-
ние изогнутой оси балки: 
 ( )xvv = .  (12.3) 

Для этого используют зависимость, связывающую радиус 
кривизны нейтрального слоя балки ρ с изгибающим моментом 
М(х) в том же сечении, 

 ( )
EJ

xM
=

ρ
1 ,  (12.4) 
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где EJ  жесткость балки при изгибе. 
Используя известные в математике зависимости, получают при-

ближенное дифференциальное уравнение изогнутой оси бруса: 

 
EJ
M

dx
vd

±=2

2

.  (12.5) 

Знак кривизны зависит от направления осей координат. Если 
ось у направлена вверх, то положительному моменту соответст-
вует положительная кривизна, а отрицательному  отрицатель-
ная кривизна. Прогиб считают положительным, когда он совпада-
ет с положительным направлением оси у, а угол поворота θ > 0  
против хода часовой стрелки. 

Решение дифференциального уравнения (12.5) возможно раз-
ными методами. Для стандартных балок и нагрузок можно исполь-
зовать таблицы для вычисления vmax и θmax  (прил. 2, табл. П 2.1). 

Рассмотрим два аналитических метода определения прогибов 
и углов поворота сечений при изгибе балок: 

1) метод начальных параметров; 
2) метод единичных нагрузок — метод Максвелла–Мора. 

Метод начальных параметров 
В методе начальных параметров используют универсальное 

уравнение изогнутой оси балки в виде: 

 ( )
( )

+
−

Σ+θ+=
!2

2

00
i

x
axmxEJEJvEJv   

 ( ) ( )
!4!3

43
ii axqaxP −

Σ+
−

Σ+ .  (12.6) 

Здесь v0 и θ0  прогиб и угол поворота сечения, где выбрано на-
чало координат (левый конец балки), их называют начальными па-
раметрами; аi  расстояние от начала координат до точки прило-
жения сосредоточенного момента, сосредоточенной силы или на-
чала распределенной нагрузки на соответствующем участке. 

Эта формула указывает, каким образом отражается в записи 
уравнения изогнутой оси балки любая возможная нагрузка, рас-
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положенная между началом координат и сечением х, в котором 
определяем прогиб. 

Для составления уравнения изогнутой оси балки необходимо 
учитывать следующее: 

1. Начало координат рекомендуется взять на левом конце 
балки. 

2. Отсчет координаты х на всех участках балки вести от нача-
ла координат. 

3. Записать два первых слагаемых универсальной формулы, 
содержащих начальные параметры, т.е. xEJEJv 00 θ+ . 

4. Мысленно передвигая сечение вдоль балки от начала коор-
динат до произвольного сечения, последовательно записать в 
уравнение слагаемые, соответствующие всем силовым воздейст-
виям (m, P, q), которые имеются на балке, в том числе и распо-
ложенным в начале координат. 
Каждое слагаемое должно записываться со знаком, соот-

ветствующим знаку изгибающего момента (см. правило знаков 
для плоского изгиба [10]). 

5. При переходе на следующий участок должно добавляться 
слагаемое, содержащее множитель ( )iax − . 

6. При наличии на балке распределенной нагрузки q, не дохо-
дящей до конца балки, ее продолжают до конца (в сторону воз-
растания x), компенсируя нагрузкой той же интенсивности q, но 
обратного направления (рис. 12.1). Следовательно, переходя че-
рез конец участка с нагрузкой q, необходимо отразить в уравне-
нии изогнутой оси распределенную нагрузку слагаемым 

( ) 24/4
iaxq −  со знаком, противоположным тому, что был взят 

для начала участка с нагрузкой q. 
qy

a
x

q

x

 
Рис. 12.1 
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7. Используя дифференциальную зависимость 

 θ=
dx
dv ,  (12.7) 

легко получить уравнение для определения углов поворота сече-
ний. Продифференцировав уравнение (12.6), получим: 

 ( )
( ) ( ) ( )

!3!2!1

32

0
iii

x
axqaxPaxmEJEJ −

Σ+
−

Σ+
−

Σ+θ=θ . (12.8) 

8. Начальные параметры EJv0 и EJθ0 определяют из начальных 
(граничных) условий, которые зависят от способа закрепления 
балки (рис. 12.2). 

y

x
A

y

x
A

B

B

При х = 0
1) vA = 0;
2) θА = 0

При х = l
1) vВ = 0;
2) θB = 0l

x
A

x
A

B
y

l c

y

c l

B

 При х = 0
        vA = 0
 При х = l
        vВ = 0

 При х = с
        vA = 0.
 При х = с + l
        vВ = 0  

Рис. 12.2 

9. У каждого члена формул (12.6) и (12.8) знаменатель есть 
факториал показателя степени х или ( )iax − . 

10. При выражении нагрузки в Н или кН, а расстояний в м  
единицы физической величины каждого члена формулы (12.6)  
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кН⋅м3, а формулы (12.8)  кН⋅м2. Если их разделить на изгиб-
ную жесткость балки EJ, то получим прогиб v в м, а угол пово-
рота θ в рад. 
Пример 12.1. Для балки на двух опорах с консолями (рис. 

12.3) подобрать сечение в виде двутавра (R = 210 МПа) и найти 
по методу начальных параметров линейные и угловые переме-
щения для сечений № 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Построить в масштабе 
эпюру прогибов (изогнутую ось балки). 

М0 = 40 кН.м
10 2 3 4 5 6 х

q = 20 кН/м

В

Р = 40 кН

В = 80 кНА = 0

А
1м 1м 2м 1м 1м

I II III VI

40

4040

Эп. Q, кН

4040

40

Эп. М, кН.м

а)

б)
v0 = 2,08

v2 = 1,15 v3 = 1,25 v4 = 0,65

v6 = 0,08
1 2 3 4 5 60

 
Рис. 12.3 

Решение . Определив опорные реакции А = 0, В = 80 кН, стро-
им эпюры Q и М, после чего переходим к подбору сечения балки, 
найдя предварительно для нее требуемый момент сопротивления: 
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 3
6

3
max 10191,0

10210
1040 −⋅=
⋅
⋅

=≥
R

MWz  м3 = 191 см3.  

По ГОСТ 8239−89 выбираем двутавр № 20а, для которого Wz =  
= 203 cм3 и Jz = 2030 см4. 

Приняв начало координат на левом конце балки, направляем 
ось х вправо. Распределенную нагрузку продолжим до конца 
балки и компенсируем такой же нагрузкой обратного направле-
ния. Так как А = 0, то на балке рассматриваем четыре участка. 
Записываем уравнение для прогибов в произвольном сечении х 
по участкам: 
 +θ+= xEJEJvEJvx 00   

 ( ) ( ) ( ) |||
IV

3

III

4

II

4

I

2

0 6
5

24
4

24
2

2
−−−

+ ++− xBxqxqxM .  

Здесь 0EJv  и 0θEJ   начальные параметры, подлежащие оп-
ределению из граничных условий. Если подставим в правую 
часть уравнения сосредоточенные силы в кН, изгибающие мо-
менты — кН⋅м, интенсивность распределенной нагрузки — 
кН/м, получим: 
 +θ+= xEEJvEJvx 00   

 ( ) ( ) ( ) |||
IV

3

III

4

II

4

I

2 5
6

80
24

420
24

22020 −
−⋅−⋅

+ ++− xxxx .  

Это уравнение используем дважды — для определения на-
чальных параметров 0EJv  и 0θEJ , взяв в качестве граничных 
условий равенство прогибов нулю на опоре А (при х = 1 м)  и на 
опоре В (при х = 5 м). При х = 1 (I участок): 

 020 2
00 =+θ+= xxEJEJvEJvA  или 2000 −=θ+ EJEJv .  (а) 

При х = 5 м (III участок): 

 ( ) ( ) 0
24

420
24

22020
44

2
00 =

−
+

−
−+θ+=

xxxxEJEJvEJvB   
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 или 1305,13,0 00 −=θ+ EJEJv .  (б) 

Решая систему уравнений (а) и (б) совместно, найдем: 

 
3

250
0 =EJv кН⋅м3 410

3
25

=  Н⋅м3;  

 
3

310
0 −=θEJ  кН⋅м3 410

3
31

⋅−=  Н⋅м2.  

Запишем в окончательном виде уравнение прогибов 

 +−= xEJvx 3
310

3
250   

 ( ) ( ) ( ) |||
IV

3

III

4

II

4

I

2 5
6

80
24

420
24

22020 −
−−

+ ++− xxxx .  (в) 

Продифференцировав (в), получим уравнение углов поворота: 

 ( ) ( ) ( ) |||
IV

2

III

3

II

3

I

5
2

80
6

420
6

22040
3

310
−

−−
+−=θ ++− xxxxEJ x .  (г) 

Формулы (в) и (г) дают возможность определять прогибы и 
углы поворота любого сечения балки. 

Найдем прогибы сечений 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. 
Сечение 0 (I участок): 

 0=x ; 
3

250
0 =EJv  кН⋅м3;  

 
3 5

0 11 8 4
250 250 10 H ì 25 ñì 2,08 ñì  (â åðõ)
3 3 2 10 Í 2030 10 ì 12,18

v
EJ −

⋅ ⋅
= = = =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
;  

 2
0 мкН

3
310

⋅−=θEJ ;  

 
3 4

0 11 8 4

310 310 10 H ì 0,025 ðàä  
3 3 2 10 Í 2030 10  ìEJ −

⋅ ⋅
θ = − = − = −

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
  

 (по часовой стрелке).  
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Сечение 1 (I участок): 
  х = 1 м; v1= 0 (опора А);  

 2
1 мкН

3
19040

3
310

⋅−=+−=θEJ ;  

  рад 013,0
м 102030Н1023

мH10190
3
190

4811

43

1 −=
⋅⋅⋅⋅

⋅⋅
−=−=θ −EJ

  

 (по часовой стрелке).  

Далее находим аналогично: 
v2 = − 1,15 см  θ2 = − 0,0054 рад 
v3 = − 1,25 см  θ3 = 0,0030 рад 
v4 = − 0,65 см  θ4 = 0,0067 рад 
v5 = 0 (опора В)  θ5 = 0,0022 рад 
v6 = − 0,08 см (вниз);  θ6 = − 0,0028 рад. 

Откладывая прогибы в некотором масштабе, строим изогну-
тую ось балки. Максимальный прогиб будет на левом конце бал-
ки — vmax = 2,08 см. 
Указание. Изучив данную тему, можно решать задачу 

№ 1 контрольной работы. 

ТЕМА 13 

МЕТОД ЕДИНИЧНЫХ НАГРУЗОК — 
МЕТОД МАКСВЕЛЛА–МОРА 

Теория:  [1], гл. 7, § 7.5; 
 [3], гл. 8, § 8.9. 

Во многих случаях при расчетах не требуется находить функции 
перемещений, а достаточно вычислить лишь перемещения в кон-
кретных точках конструкции по фиксированным направлениям. 
Именно эта задача успешно решается методом Максвелла–Мора. 
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При определении перемеще-
ний рассматривают два состоя-
ния системы  грузовое (от за-
данных нагрузок) и вспомога-
тельное  единичное состояние 
(от Р = 1 при определении про-
гибов и m = 1  при определе-
нии углов поворота сечений, 
рис. 13.1). 

Условимся о стандартном 
обозначении перемещений  
используем двухиндексную сис-
тему обозначений ij∆ . Здесь 
первый индекс (буква или циф-
ра) указывает адрес (сечение), где определяют перемещения; 
второй индекс указывает причину, вызвавшую перемещение. 

В методе единичных нагрузок определение перемещений то-
чек балочной системы сводится к статической задаче, а именно, 
к построению эпюр моментов в грузовом Мр и единичном Mi со-
стояниях и последующему вычислению интеграла Максвелла–
Мора в виде: 

 ∫=∆
l

ip
ip dx

EJ
MM

0

.  (13.1) 

Интеграл Максвелла–Мора может быть вычислен по формуле 
Симпсона или по способу Верещагина. 
Способом Верещагина можно пользоваться в тех случаях, когда 

хотя бы одна из эпюр имеет прямолинейное очертание (рис. 13.2). В 
этом случае интеграл Максвелла–Мора равен произведению пло-
щади грузовой эпюры ωР и ординаты ус на прямолинейной эпюре, 
взятой под центром тяжести грузовой эпюры, 

 P i
iP P c

l

M M dx y
EJ

∆ = = ω∫ . (13.2) 

Справочные данные о площадях и положении центра тяжести 
часто встречающихся эпюр приведены в приложении (табл. П 2.2). 

х
q

∆1P θ1P l

х
P = 1

m = 1

 
Рис. 13.1 
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dx

x

y

Mi

yc

Mp

C
ц.т.

хс

ωp

Эп. Мр

Эп. Мi

x
α

 
Рис. 13.2 

Результат будет положительным, если обе эпюры одного зна-
ка, и отрицательным, если на эпюрах разные знаки. Положи-
тельный результат «перемножения» эпюр означает, что направ-
ление перемещения совпадает с выбранным направлением еди-
ничной силы Р = 1 (при вычислении прогибов) или единичного 
момента m = 1 (при вычислении угла поворота сечения). 

Для стержней с разной жесткостью вычисления по правилу 
Верещагина проводят для каждого участка отдельно (со своим 
значением жесткости EJ), а затем результаты суммируют. 
Формула Симпсона. Интеграл Максвелла–Мора на участках 

постоянной жесткости const=EJ  может быть вычислен по фор-
муле Симпсона, имеющей вид: 

 ( )4
6

P i
iP

l

M M ldx ac he bd
EJ EJ

∆ = = + +∫ .  (13.3) 

Как видим, в скобках записана сумма произведений крайних 
ординат обеих эпюр и учетверенное произведение средних ор-
динат (с учетом знаков). 

Формула Симпсона дает точный результат как для случая 
«сопряжения» двух прямолинейных эпюр (рис. 13.3, а), так и для 
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случая «сопряжения» квадратной параболы с прямой (рис. 13.3, б). 
Напомним, что средние ординаты на прямолинейных участках 
эпюр легко находятся как полусуммы крайних ординат, а на кри-
волинейных участках средние ординаты должны быть вычисле-
ны по уравнениям квадратной параболы. 

a

h
b

Эп. Мр

h b
a Эп. Мр

Эп. Мi

dec c e d

Эп. Мi

а) б)

 
Рис. 13.3 

Пример 13.1. Требуется определить прогиб и угол поворота 
свободного конца консольной балки постоянного сечения (рис. 
13.4, а). 

Р еш е н и е . 
1. Записать уравнение моментов и построить грузовую эпюру 

МР от заданной нагрузки (рис. 13.4, б) 

 
2

2qxMM qP −== , lx ≤≤0 .  

2. Приложить к балке единичную силу Р = 1 в сечении, где 
определяем прогиб. Записать уравнение моментов PxM −=1  и 
построить единичную эпюру 1M  (рис. 13.4, в). 

3. Приложить единичный момент m = 1 и построить единич-
ную эпюру 2M . 
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Для вычисления прогибов 
(13.2) методом Максвелла–
Мора используем способ Ве-
рещагина. Площадь эпюры 
МР равна: 

623
1 32 qllql

P −=−=ω , 

а расстояние до центра тяже-
сти от вершины параболы 

l
4
3 . Вычислим ординаты у1 и 

у2 на единичных эпюрах (ор-
динаты взять под центром 
тяжести грузовой эпюры): 

ly
4
3

1 −= , 12 −=y . 

Тогда прогиб сечения равен: 
 

 
EJ

qllql
EJ

qv
84

3
6

1 43

11 =













−−=∆=  (вниз),  

а угол поворота 

 ( )
EJ

qlql
EJ 6

1
6

1 33

1 =







−−=θ  (против хода часовой стрелки).  

Пример 13.2. Определить прогиб сечения С и угол поворота 
на опоре А (рис. 13.5). Отношение жесткостей JJ 20 = . 

Р еш е н и е .  
1. Построить эпюру моментов МР от заданной нагрузки. 
2. Приложить к балке единичную силу в точке С и построить 

единичную эпюру 1M . 

 xPxM x −=−= , 20 ≤≤ x .  

x
q

∆1q

θ1 l

l/4ωp

ql2/2

P = 1

y1

y2 1Эп. М2

Эп. М1

Эп. Мр

а)

б)

в)

г)

l

m = 1

 
Рис. 13.4 
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m=20

C
vc

B JA J0

θA

l = 4 a = 2

10 20

ω1
ω2

P = 1
C

y1 y2
2

m=1

1 0,5
Эп. M2

Эп. M1

Эп. Мр

 
Рис. 13.5 

Определить вертикальное перемещение точки С по способу 
Верещагина (приводим к меньшей жесткости): 

 





 ω+

ω
=ω+ω=∆= 22

11
2211

0 2
111 yy

EJ
y

EJ
y

EJ
v сc ,  

где 

 ;40220                  ;40420
2
1

21 −=⋅−=ω−=⋅⋅−=ω   

 12
2
1                       ;

3
42

3
2

21 −=⋅−=−=⋅−= yy .  

Тогда 

 
EJEJ

vc 3
200140

32
4401

=





 ⋅+

⋅
⋅

=  (вниз).  
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3. В точке А приложить единичный момент, построить эпюру 
2M  и определить угол поворота на опоре А. Для вычисления ин-

теграла (13.1) используем формулу Симпсона (13.3): 

 ( ) =⋅+⋅⋅+⋅==θ=∆ ∫ 0205,010410
6 00

2

EJ
ldx

EJ
MMl

P
AiP   

 
0 0

4 40 2020 ðàä  (ï ðî òèâ õî äà ÷àñî âî é  ñòðåëêè).
6 3 3EJ EJ EJ

= ⋅ = =   

Изобразим изогнутую ось балки (пунктирная линия на рис. 
13.5). 
Указание. Изучив данную тему, можно решать задачу 

№ 2 контрольной работы. 

ТЕМА 14 

СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМЫЕ БАЛКИ 

Теория:  [1], гл. 7, § 7.7; 
 [2], гл. Х, § 84, 85, 86, 87. 

Балка, способная воспринимать произвольную нагрузку, 
должна быть закреплена так, чтобы она не могла перемещаться 
как жесткое тело. В случае действия нагрузки в одной плоскости 
минимальное количество связей, необходимых для закрепления 
балки, равно трем. Эти три связи являются абсолютно необхо-
димыми. Удаление хотя бы одной из таких связей превращает 
балку в геометрически изменяемую систему. 

Так как для плоской системы можно составить три уравнения 
равновесия, то реакции в абсолютно необходимых связях могут 
быть определены из уравнений равновесия (статики). 

Балки, в которых опорные реакции и внутренние усилия 
можно определить из уравнений равновесия, называются ста-
тически определимыми. 

На практике встречаются балки, в которых число наложенных 
связей больше, чем нужно для обеспечения геометрической не-
изменяемости, т.е. некоторые связи являются «лишними». В бал-
ках с «лишними связями» опорные реакции нельзя определить 
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только из уравнения равновесия. Балки, в которых опорные ре-
акции и внутренние усилия нельзя определить из уравнений рав-
новесия, называют статически неопределимыми. 

Заметим, что «лишние связи» нужно понимать условно. По 
условиям работы конструкции эти связи являются необходимы-
ми, так как при их отсутствии прочность и жесткость системы 
могут оказаться необеспеченными. 

Число «лишних связей» или степень статической неопреде-
лимости балки, не имеющей врезных шарниров, можно опреде-
лить по формуле 
 3−= Cn ,  
где С  число наложенных связей (определяется из условий за-
крепления балки); 3  необходимое и достаточное число связей 
для того, чтобы балка была статически определимой и геометри-
чески неизменяемой. 

Рекомендуется следующий порядок расчета статически неоп-
ределимых балок: 

1. Определить число «лишних связей». 
2. Выбрать основную систему (о.с.). 
Выбор о.с. заключается в отбрасывании всех «лишних связей» и 

приложении по их направлению неизвестных реакций. 
3. Записать деформационные уравнения. Число этих уравне-

ний равно числу «лишних связей». Геометрический смысл де-
формационных уравнений: перемещение по направлению от-
брошенной связи равно нулю. 

4. Решая совместно деформационные уравнения, определить 
значения «лишних неизвестных», т.е. раскрыть статическую неоп-
ределимость системы. 

5. Далее ведут расчет статически определимой балки (о.с.), 
загруженной заданными внешними нагрузками и значениями 
«лишних неизвестных». 
Пример 14.1. Для балки постоянного сечения, изображенной 

на рис. 14.1, построить эпюры Q и М. Определить номер двутав-
ра при R = 210 МПа, найти прогиб в середине пролета и на конце 
балки (в точках F и К). 
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а = 6 м

Основная система

4 м 2 м

Основная система с нагрузкамиq

VВ

VА

x
О

у q

x

MA

VА = qa = 240 кН

l = 4 м l/2=2 м

К

q = 40 кН/м

F

VB

70
80

90

Эп. Q, кН

40
80

21

7/4 м

Эп. М, кН.м

а)

б)

в)

г)

д)

е)

vBq

MA

A
B

 
Рис. 14.1 

Р еш е н и е . На балку наложено четыре связи: три в жестком 
защемлении и одна на опоре В. Система является один раз стати-
чески неопределимой: 1343 =−=−= Cn . Горизонтальная реак-
ция в защемлении 0=AH , так как все нагрузки вертикальны. 
Примем основную систему в виде балки−консоли, отбросив 
связь на опоре В и заменив ее реакцией VВ. Деформационное 
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уравнение, отрицающее перемещение балки по вертикали в точ-
ке В, будет 
 0=Bv .  

Используя принцип независимости действия сил, деформаци-
онное уравнение можно записать так: 
 0=+= BqBBB vvv ,  

где vВВ  перемещение в точке В от неизвестной реакции VВ; vВq  
перемещение в точке В от внешней нагрузки q. 

В такой записи первый индекс у каждого слагаемого обозначает 
рассматриваемое сечение (адрес), где происходит прогиб, а второй 
 указывает причину, вызвавшую прогиб. По табл. П. 2.1 опре-
делим 

 
3 64

3 3
B

BB
Pl Vv
EJ EJ

= =  (вверх),   

где l = 4 м. 
Величину Bqv  (прогиб балки в точке В от нагрузки q) найдем 

методом начальных параметров: 

 
2 3 4

2 6 24x A A
x x qxEJv D Cx M V= + − + − ,  

где 0EJvD = , а 0θ= EJC . 
Так как в защемлении 00 =v  и 00 =θ , то постоянные С = D = 0. 

Тогда при 
2 240 6 720

2 2A
qaM ⋅

= − = − = −  кН⋅м и AV qa= =  =⋅640  

= 240 кН будем иметь 

 432
432

3
540360

24
40

6
240

2
720 xxxxxxEJv −+−=−+−= ,  

отсюда при х = 4 м найдем 

 
EJ

vBq 3
10880

−= .   
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Подставив значения BBv  и Bqv  в деформационное уравнение, 
определим лишнюю неизвестную VВ: 

 64 10880 0
3 3

BV
EJ EJ

− = ,  

откуда VВ = 170 кН. 
Загружая далее основную систему заданными нагрузками и 

найденным значением лишней неизвестной, строим эпюры Q и 
М и из условия прочности по нормальным напряжениям при из-
гибе определяем момент сопротивления: 

 3max см 380
МПа210

мкН 80
=

⋅
=≥

R
MWZ .  

Из таблиц ГОСТ 8239-89* выбираем двутавр 27а, 407=zW  см3 и 
5500=zJ  см4. Для определения прогибов в точках F и К еще раз 

воспользуемся методом начальных параметров, выбрав начало 
координат в защемлении и направив ось х вправо. Универсаль-
ное уравнение изогнутой оси балки запишем так: 

 ( )332 4

I II

4
2 6 24 6

Bh
x A

V xV xx qxEJv D Cx M
−

= + − + − + .  

Здесь 0== DC . Прогиб в точке F при х = 2 м 

 
3

40
24

240
6

270
2
240

432

−=
⋅

−
⋅

+−=FEJv  кН⋅м3;  

 12,0
105500101023

1040
3
40

865

3

−=
⋅⋅⋅⋅⋅

⋅
−=−= −EJ

vF  см.  

Прогиб в точке К при х = 6 м 

 ( ) 120
6

46170
24

640
6
670

2
640 3432

−=
−

+
⋅

−+
⋅

−=KEJv  кН⋅м3;  

 08,1
105500102

10120120
811

3

−=
⋅⋅⋅

⋅
−=−= −EJ

vK  см.  
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В соответствии с эпюрой М и условиями закрепления изо-
бражаем примерный вид изогнутой оси балки (пунктиром, см. 
рис. 14.1, а). 
Пример 14.2. Дана балка постоянной жесткости const=EJ  

(рис. 14.2). Построить эпюры Q и М. 
Р еш е н и е .  
1. Определим степень статической неопределимости балки: 

 1343 =−=−= Cn  (одна «лишняя связь»).  
2. Выбрать основную систему (о.с.). Для этого удалим связь 

на опоре В и по направлению отброшенной связи приложим не-
известную опорную реакцию Х. Основную систему загрузим за-
данной нагрузкой q. 

3. Запишем деформационное уравнение: 
 0=Bv  или 0=+= BqBXB vvv .  

Прогибы Bqv  и BXv  определить методом единичных нагрузок — 
методом Максвелла–Мора. 

В этом случае деформационное уравнение запишем в виде: 
 0111 =∆+δ PX ,  (а) 

где δ11  единичный коэффициент или перемещение по направ-
лению отброшенной связи, вызванной нагрузкой i = 1; ∆1Р  
грузовой коэффициент или перемещение по направлению от-
брошенной связи, вызванное заданной нагрузкой q. 

Для определения коэффициентов необходимо построить эпю-
ры МР и 1M  (рис. 14.2, в, г). 

При вычислении коэффициентов δ11 и ∆1Р используем форму-
лу Симпсона (13.3). 

Вычислим δ11, перемножив единичную эпюру: [ ]1111 MM ×=δ . 

 +





 ⋅+⋅⋅+⋅=δ

7
12

7
12

7
6

7
6400

6
3

11 EJ
  

 .
49
336

49
288

3
2

49
288

2
100

7
6

7
64

7
12

7
12

6
4

EJEJEJEJ
=⋅+⋅=






 ⋅+⋅⋅+⋅+   
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Рис. 14.2 
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Вычислим ∆1Р, перемножив единичную и грузовую эпюры: 
[ ]11 MM PP ×=δ . 

 +





 ⋅+⋅⋅+⋅=∆

7
12

7
60

7
6

7
30400

6
3

1 EJP   

 
.

49
2800

49
3120

3
2

49
1440

2
1

020
7
6

7
1004

7
12

7
60

6
4

EJEJEJ

EJ

=⋅+⋅=

=





 ⋅+⋅⋅+⋅+

  

Вычисленные коэффициенты подставим в уравнение (а): 

 336 2800 0
49 49

X
EJ EJ

+ = .  

Отсюда 

 33,8
336
2800

−=−=X  кН (реакция направлена вниз).  

Определим опорные реакции в балке (рис. 14.2, д). 
 ∑ = 0Am .  082107333,8 =⋅⋅−⋅+⋅− CV ,  

 43,26
7
16025

7
1610333,8

=
+

=
⋅+⋅

=CV  кН,  

 ∑ = 0Bm .  01210433,87 =⋅⋅−⋅+⋅− AV ,  

 9,1
7

3,13
7

20433,8
=≈

−⋅
=AV  кН.  

Запишем уравнения и вычислим Q и М на каждом участке. 
I участок: 30 1 ≤≤ x  9,1== AVQ  кН. 

 1xVM A= , при х1 = 0   М = 0  

 х1 = 3,     М = 5,7 кН⋅м.  
II участок: 40 2 ≤≤ x  

 43,633,89,133,8 −=−=−= AVQ  кН,  
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 ( ) 223 xXxVM A ⋅−+= , при х2 = 0   М = 5,7 кН⋅м;  

 х2 = 4,      М = −20 кН⋅м.  
III участок: 20 3 ≤≤ x  

 3qxQ = , 
2

2
3xqM −= .  

При х3 = 0,   Q = 0   М = 0; 

 х3 = 2,  20210 =⋅=Q  кН, 20
2
210

2

−=−=M  кН⋅м.  

Построим эпюры Q и М. 
Указание. Изучив данную тему, можно решить задачу 

№ 3 контрольной работы. 

ТЕМА 15 

КОСОЙ ИЗГИБ 

Теория:  [1], гл. 10, § 10.1; 
 [2], гл. XI, § 94, 96. 

На практике часто встречаются случаи, когда в результате дей-
ствия нагрузки в поперечных сечениях бруса одновременно возни-
кают несколько компонент внутренних усилий. Тогда говорят, что 
брус находится в условиях сложного сопротивления. Из множества 
видов сложного сопротивления обычно уделяется внимание трем 
основным: косому изгибу, совместному действию растяжения 
(сжатия) и изгиба, совместному действию кручения и изгиба. 
Косым изгибом называется такой случай изгиба бруса, при ко-

тором плоскость действия суммарного изгибающего момента не 
совпадает ни с одной из главных плоскостей инерции сечения. 

15.1. Определение напряжений при косом изгибе 
Рассмотрим балку, жестко закрепленную одним концом, на 

которую действует сила Р, приложенная под углом ϕ к оси у 
(рис. 15.1). 



28 

yx
z

m

P
ϕ

Pz z

Py
P

ϕ

yа) б)

I

n

 
Рис. 15.1 

Разложим силу Р на две составляющие по осям координат: 

 




ϕ=

ϕ=

sin

cos

PP

PP

z

y .  (15.1) 

Каждая из этих сил вызывает деформацию плоского изгиба в 
соответствующей главной плоскости. 

Изгибающие моменты в произвольном сечении nm −  относи-
тельно главных осей инерции: 

 






ϕ==

ϕ==

sin

cos

PxxPM

PxxPM

zy

yz .  (15.2) 

Правило  знаков :  при сложном сопротивлении изгибающий 
момент считают положительным, если он вызывает растя-
жение волокон в I четверти поперечного сечения бруса (на рис. 
15.1 — первая четверть заштрихована). 

Для определения нормальных напряжений в точке поперечно-
го сечения с координатами z, y (рис. 15.2) воспользуемся прин-
ципом независимости действия сил и получим формулу 

 z
J
M

y
J
M

y

y

z

z +=σ ,  (15.3) 

где Jz, Jy  моменты инерции сечения относительно главных 
осей; значения Mz, My, z и у  берут с учетом их знаков. 

Наибольшие напряжения будут в точках с координатами zmax 
и ymax. 
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Рис. 15.2 

Тогда 

 maxmaxmax z
J
M

y
J
M

y

y

z

z +=σ .  (15.4) 

15.2. Определение положения нулевой линии 
при косом изгибе 

Нулевой (нейтральной) линией (осью) называют прямую ли-
нию, в точках которой нормальные напряжения равны нулю. 

Пусть текущие координаты нулевой линии (н.о.) будут у0 и z0, 
тогда из (15.3) запишем: 

 0000 =+=σ z
J
M

y
J
M

y

y

z

z ,  (15.5) 

откуда получим формулу для определения положения нулевой 
линии 

 
z

y

y

z

M
M

J
J

z
y

⋅−=α= tg
0

0 .  (15.6) 

Если в эту формулу подставить значения изгибающих момен-
тов по (15.2), то получим 

 ϕ−=α tgtg
y

z

J
J .  (15.7) 
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На основании вышеизложенного сделаем выводы: 
1. При косом изгибе нулевая линия проходит через центр тя-

жести сечения (при у0 = 0 и z0 = 0) и не перпендикулярна силовой 
плоскости, так как из (15.7) видно, что ϕ≠α . Углы α и ϕ тем 
больше отличаются друг от друга, чем больше отношение мо-
ментов инерции сечения Jz и Jy. 

2. Положение нулевой линии не зависит от величины прило-
женной силы, а зависит от отношения моментов инерции сече-
ния балки и направления силовой плоскости (угол ϕ). 
Положительное значение угла α откладывают от оси z про-

тив хода часовой стрелки. 
3. Нулевая линия не проходит через четверти, где находится 

силовая плоскость (рис. 15.3). 
у

Р

н.о.
В

vz

v
C

vy

β α
γ

ϕ

Эп. σ

z

 
Рис. 15.3 

15.3. Прогибы при косом изгибе 
Так как при косом изгибе балка одновременно изгибается от 

сил Ру и Рz в двух главных плоскостях, то изогнутая ось балки в 
общем случае становится пространственной кривой. Обозначив 
прогибы свободного конца балки (см. рис. 15.1) по направлению 
осей у и z через vy и vz, получим 
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z

y
y EJ

lP
v

3

3

= ; 
y

z
z EJ

lPv
3

3

= .  

Полный прогиб сечения (см. рис. 15.3) определим по формуле 

 22
zy vvv += .  (15.8) 

Найдем направление полного прогиба. Для этого определим 
угол между направлением полного прогиба и вертикальной осью у: 

 
ϕ
ϕ

===β
cos
sintg

P
P

J
J

JP
JP

v
v

y

z

yy

zz

y

z .  

Таким образом, 

 ϕ=β tgtg
y

z

J
J .  (15.9) 

Полученная формула идентична формуле (15.7). Это позволя-
ет сделать заключение, что α=β . 

Следовательно: 
1) направление полного прогиба перпендикулярно нулевой 

линии; 
2) направление полного прогиба не совпадает с направлением 

действующей силы. Чем больше отношение моментов инерции 
сечения yz JJ / , тем больше будет γ  угол между направлением 
силы и полного прогиба. Это и послужило причиной того, что 
такой изгиб стали называть косым. 

15.4. Условие прочности при косом изгибе 
В общем случае косого изгиба самой опасной будет точка К 

(рис. 15.4), наиболее удаленная от нейтральной (нулевой) оси, 
положение которой можно определить по (15.6) или (15.7). 

Условие прочности для этой точки 

 Rz
J
M

y
J
M

к
y

y
к

z

z ≤+=σmax .  (15.10) 
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Для симметричных сечений (пря-
моугольник, двутавр) опасными будут 
точки В и С (см. рис. 15.3), и из фор-
мулы (15.4) получим условие прочно-
сти при косом изгибе: 

R
W
M

W
M

y

y

z

z ≤+=σmax , (15.11) 

где 
maxy
JW z

z =  и 
maxz
J

W y
y =   есть 

моменты сопротивления сечения отно-
сительно осей z и у. 

Для подбора сечения балки при ко-
сом изгибе формулу (15.11) преобра-
зуем к виду: 

 ( ) RcMM
W yz

z
≤+=σ

1
max ,  (15.12) 

откуда получим 

 
R

cMM
W yz

z
+

≥ ,  (15.13) 

где 
y

z

W
Wc = . При предварительном подборе размеров сечения 

задаются значением коэффициента с в зависимости от формы 

сечения. Для прямоугольного сечения 
b
hc = ; для швеллера 

6≈c ; для двутавра 8≈c . Затем делают проверку подобранного 
сечения по σmax (15.11). Если R≠σmax , то расчет заканчивают, ко-
гда ∆ = ± 5 %. 

 %100max ⋅
−σ

=∆
R

R .  (15.14) 

Пример 15.1. Подобрать сечение двутавровой балки (рис. 15.5), 
испытывающей косой изгиб. Определить в опасном сечении балки 

a
2 <a

1

a
1

K
y

н.о.

zα

 
Рис. 15.4 
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положение нейтральной оси и построить эпюру нормальных на-
пряжений, вычислить полный прогиб и его направление. 

Дано : Р = 2 кН; q = 5 кН/м; ϕ = 300; R = 210 МПа. 

l=3 м Р = 2 кН

q = 5 кН/ м 
y

z

x

ϕ=300

Эп. Мz,кН.м

5,2

22,5

Эп. Мz
q, кН.м

Эп. Му
р, кН.м

3

б)

α

P

v

β

zvz

vy

yq

н.о201
201

Эп. σ,М
Па

в)а)

ϕ

 
Рис. 15.5 

Р еш е н и е . Построим эпюры изгибающих моментов от Р и q 
(рис. 15.5, б). Знак моментов определим по первой четверти. 
Наибольшие изгибающие моменты возникают в заделке: 

 33
2
12sin =⋅⋅=ϕ== lPlPM zy  кН⋅м;  

 7,273866,02
2
35cos

22

222

=⋅⋅+
⋅

=ϕ+=+= lPqllPqlM yz  кН⋅м.  

Определим момент сопротивления сечения по формуле 
(15.13), приняв для двутавра с = 8: 

 333
6

33

см 246м10246,0
10210

1038107,27
=⋅=

⋅
⋅⋅+⋅

=
+

≥ −

R
cMM

W yz
z .  
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Принимаем по ГОСТ 8239-89 двутавр 22а, для которого 
 254=zW  см3; 3,34=yW  см3; Jy = 198 cм4, Jz = 2790 см4.  

Определим максимальные напряжения: 

 МПа 201Па10201
103,34

103
10254
107,27 6

6

3

6

3

max =⋅=
⋅

⋅
+

⋅
⋅

=σ −− .  

Вычислим %2,4%100
210

210201
−=⋅

−
=∆ . 

Положение нейтральной оси определим по формуле (15.6) 

 53,1
107,27

103
10198
102790tg 3

3

8

8

−=
⋅

⋅
⋅
⋅

−=−=α −

−

z

y

y

z

M
M

J
J ,  

тогда 057−=α . 
Максимальный прогиб будет на свободном конце консоли. 

Прогибы по осям 

 =









+=

38
1 34 lPql

EJ
v y

z
y   

 

;см 2,1м 012,0    

3
31073,1

8
3105

102790102
1 3343

811

==

=






 ⋅⋅
+

⋅⋅
⋅⋅⋅

= −   

 cм 3,2м 023,0
101981023

3101
3 811

333

==
⋅⋅⋅⋅

⋅⋅
== −

y

z
z EJ

lPv ,  

где 5102 ⋅=E  МПа. 
Полный прогиб определим по формуле (15.8) 

 59,23,22,1 22 =+=v  см.  

Положение нейтральной оси, направление полного прогиба и 
эпюра σ показаны на рис. 15.5, в. 
Указание. Изучив эту тему, можно решать задачу № 4 кон-

трольной работы. 
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ТЕМА 16 

СОВМЕСТНОЕ ДЕЙСТВИЕ РАСТЯЖЕНИЯ (СЖАТИЯ) 
И ИЗГИБА 

Теория:  [1], гл. 10, § 10.2, 10.3; 
 [2], гл. XI, § 97, 98, 99. 

Рассмотрим состояние стержня, в поперечных сечениях кото-
рого возникают одновременно продольная сила N и изгибающие 
моменты Mz и Му (рис. 16.1, а). Такой случай сложного сопро-
тивления стержня называют совместным действием растяже-
ния (сжатия) и изгиба. 

N
y

Mz

z

My

B

C

Mz

z

My

z0
y0

yc

zc

N

н.о.

у
а) б)

 
Рис. 16.1 

Используя принцип независимости действия сил, получим фор-
мулу для определения нормальных напряжений: в точках попереч-
ного сечения с координатами у, z от воздействия N, Mz и Му 

 z
J
M

y
J
M

A
N

y

y

z

z ++=σ .  (16.1) 

При вычислении напряжений необходимо учитывать знаки N, 
Mz и Му и координат точек у и z. 

Правило  знаков :  момент считают положительным, если 
он вызывает растяжение волокон в I четверти сечения; растя-
гивающую силу считают положительной, а сжимающую  от-
рицательной. 
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Точки, в которых возникают наибольшие напряжения σmax, 
называют опасными точками. Если поперечное сечение стержня 
имеет простую форму, например, прямоугольник, двутавр и т.п., 
то опасными будут угловые точки. В общем случае опасными 
будут точки сечения В и С, наиболее удаленные от нулевой (ней-
тральной) оси (рис. 16.1, б). 

Если нормальные напряжения (16.1) приравняем нулю, то по-
лучим уравнение нулевой линии: 

 0000 =++=σ z
J
M

y
J
M

A
N

y

y

z

z ,  (16.2) 

где у0, z0  координаты точек на осях у и z, через которые про-
ходит нулевая линия (н.о.). 

Найдем отрезки, отсекаемые нулевой линией. Если 00 =z , то 

 
z

z
z

z
y M

Ni
M
N

A
Jya 2

0 −=−== ,  (16.3) 

а если 00 =y , то 

 
y

y
y

y
z M

Ni
M
N

A
J

za 2
0 −=−== ,  (16.4) 

где 
A
Ji z

z =2  и 
A
J

i y
y =2   радиусы инерции сечения в квадрате. 

16.1. Внецентренное приложение силы 
Рассмотрим случай внецентренного растяжения (сжатия) мас-

сивного стержня (рис. 16.2, а). Такая задача встречается при расчете 
опор мостов, колонн зданий и прочих сооружений. Предположим, 
что растягивающая сила Р приложена в точке С, координаты кото-
рой ур и zp. От силы Р в произвольном поперечном сечении возни-
кают продольная сила и изгибающие моменты (рис. 16.2, б): 
 PN = , pz PyM = , py PzM = .  

Внецентренное приложение нагрузки статически эквивалент-
но осевому растяжению (сжатию) с изгибом. 
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Рис. 16.2 

Вычислим нормальные напряжения, подставив в формулу 
(16.1) выражения N, Mz и My: 

 









++=++=σ z

i
z

y
i
y

A
Pz

J
Pz

y
J

Py
A
P

y

p

z

p

y

p

z

p
221 .  (16.5) 

Если (16.5) приравнять нулю и учесть, что 0≠
A
P , то получим 

уравнение нулевой линии при внецентренном приложении силы: 

 01 0202 =++ z
i
z

y
i
y

y

p

z

p .  (16.6) 

Аналогично (16.3) и (16.4) получим формулы для вычисления 
отрезков, отсекаемых нулевой линией на координатных осях, 

 
p

z
y y

iya
2

0 −==  и 
p

y
z z

i
za

2

0 −== .  (16.7) 

Отметим некоторые свойства нулевых линий: 
1) из формул (16.6) и (16.7) видно, что положение нулевой 

линии при внецентренном приложении силы не зависит от вели-
чины силы, а зависит от координат точки ее приложения и гео-
метрических характеристик сечения; 
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2) из (16.7) очевидно, что знаки отрезков, отсекаемых нулевой 
линией, противоположны знакам координат точки приложения 
силы, т.е. нулевая линия отсекает отрезки в четверти, противо-
положной той, где приложена сила; 

3) если точку приложения силы 
С перемещать по прямой, прохо-
дящей через центр тяжести сечения 
(рис. 16.3), то нулевая линия сме-
щается параллельно самой себе в 
том же направлении, т.е. если силу 
приближать к центру тяжести се-
чения, то нулевые линии стремятся 
к бесконечности, и наоборот; 

4) если силу перемещать по пря-
мой АВ, не проходящей через центр 
тяжести сечения (рис. 16.4), то нуле-
вые линии будут поворачиваться 
относительно одной точки К. 

Важно отметить, что при неко-
тором положении силы нулевая 
линия пройдет по сечению (см. 
рис. 16.1, б). В этом случае нулевая 
линия будет границей между сжа-
той и растянутой зонами сечения. 

 

16.2. Ядро сечения 
Так как внецентренно сжатые элементы часто выполняются 

из хрупких материалов (камень, кирпич, бетон), обладающих 
малой прочностью на растяжение, то возникает важный для 
практики вопрос: какой эксцентриситет приложения силы отно-
сительно центра тяжести сечения можно допустить, чтобы в по-
перечных сечениях массивного стержня не возникали растяги-
вающие напряжения. 
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z
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Рис. 16.4 
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Для ответа на него надо решить из (16.7) обратную задачу, 
т.е. определить координаты точки приложения силы из условия, 
что нулевая линия касается контура сечения: 

 
0

2

y
iy z

p −=  и 
0

2

z
i

z y
p −= .  (16.8) 

Рассмотрим порядок по-
строения ядра, прямоугольного 
сечения (рис. 16.5). Проведем 
нулевую линию I−I, которая ка-
сается контура сечения. Опре-
делим отрезки, отсекаемые ну-
левой линией на координатных 

осях 
20
bz = , а ∞=0y , так 

как нулевая линия параллельна оси у. Определим радиусы инер-
ции сечения: 

 
1212

23
2 h

bh
bh

A
Ji z

z === ,  

 
1212

23
2 b

bh
hb

A
J

i y
y === .  

Координаты точки приложения силы вычислим по формуле 
(16.8): 

 0
12

2

=
∞

−=
hy p , а 

612
22 b

b
bz p −=

⋅
−=  (точка I).  

Если проведем касательную II−II, для которой ∞=0z , а 

20
hy = , то получим 00 =z , а 

60
hy −=  (точка II). Аналогично по-

лучим точки III и IV. Соединив эти точки, получим некоторую 
область, которую называют ядром сечения. 
Ядро сечения есть область, очерченная около центра тяжести 

сечения и характерная тем, что если равнодействующую сил 

b

y

z

II II
I

I

I
II

III

IV

 
Рис. 16.5 
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приложить в этой области, то во всех точках поперечного сече-
ния будут напряжения одного знака. 

Точки I−IV называют ядровыми точками. Очевидно, что яд-
ровая точка есть точка приложения силы, когда нулевая линия 
касается контура сечения с противоположной стороны от центра 
тяжести сечения. 

При определении ядровых точек касательные не должны пере-
секать сечение, т.е. надо обходить внутренние углы (рис. 16.7, г). 
Пример 16.1. Колонна промышленного здания (рис. 16.6, а) на-

гружена вертикальной силой Р1 = 600 кН и горизонтальной силой, 
возникающей при торможении, от крана Р2 = 4 кН. Найти наиболь-
шие сжимающие и растягивающие напряжения в колонне. 

Р еш е н и е . В произвольном сечении колонны возникают 
внутренние усилия: 
 6001 −=−= PN  кН; 3606,06001 −=⋅−=⋅−= aPM y  кН⋅м;  

 xxPM z 42 −=−= , где lx ≤≤0 ,  

при х = 0 0=zM , при х = 3 1234 −=⋅−=zM  кН⋅м. 
Эпюры этих усилий показаны на рис. 16.6, б. Опасным явля-

ется сечение у заделки. Действующие в нем усилия показаны на 
рис. 16.6, в. Моменты Mz и Му приняты со знаком минус, так как 
они сжимают точки в I четверти поперечного сечения колонны. 

Вычислим геометрические характеристики сечения: площадь, 

моменты инерции Jz, Jy и моменты сопротивления 
maxy
JW z

z =  и 

maxz
J

W y
y = . 

 0,3 0, 4 0,12A = ⋅ =  м2;  

 4
3

109
12

3,04,0 −⋅=
⋅

=zJ  м4; 4
3

1016
12

3,04,0 −⋅=
⋅

=yJ м4;  

 3
2

106
6

3,04,0 −⋅=
⋅

=zW м3; 3
2

108
6

3,04,0 −⋅=
⋅

=yW м3.  
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По формуле (16.1) вычислим напряжения в произвольной 
точке сечения: 

 =
⋅
⋅

−
⋅
⋅

−
⋅

−=σ −− zy 4

3

4

33

1016
1036

109
1012

12,0
10600    

 





 ++−= zy 5,22

3
405  МПа.  

My =-36
Mz =-12

N =-600

C B

D K
z

B

D K
z
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н.о.+1,5

у0=-0,375

z0 =-0,22

y

D

B

z

1,5

11,5

Эп.σ , МПа

н.о.
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 cм
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у у

600 36
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б)
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Рис. 16.6 
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Уравнение нулевой линии (при 0=σ ): 

 05,22
3
405 =++ zy .  

Отсюда отрезки, отсекаемые нулевой линией, будут: 
22,05,22/50 −=−=z  м, а 375,040/150 −=−=y  м. Те же значения 

можно получить по формулам (16.3) и (16.4). Положение нуле-
вой линии (н.о.) показано на рис. 16.6, г. Опасными будут точки 
В и D, как наиболее удаленные от нулевой оси. Вычислим на-
пряжения в этих точках: 

1) 2,0=Bz  м; 15,0=By  м; 5,11−=σB  МПа; 
2) 2,0−=Dz  м; 15,0−=Dy  м; 5,1=σD  МПа. 
Плоская эпюра σ показана на рис. 16.6, г. 
Заметим, что напряжения в угловых точках сечения можно 

вычислить без составления общей формулы для σ, а используя 
моменты сопротивления Wz, Wy. Так, в данном случае 

 5,115,425 −=−−−=−−−=σ
y

y

z

z
B W

M
W
M

A
N  МПа,  

 5,75,425 −=−+−=−+=σ
y

y

z

z
K W

M
W
M

A
N  МПа,  

 5,15,425 =++−=++−=σ
y

y

z

z
D W

M
W
M

A
N  МПа,  

 5,25,425 −=+−−=+−−=σ
y

y

z

z
C W

M
W
M

A
N  МПа.  

Знаки у слагаемых расставлены по физическому смыслу с 
учетом рис. 16.6, в, из которого видно, какую часть сечения рас-
тягивает или сжимает каждый из моментов Mz и Му. 

Пространственное изображение эпюры σ дано на рис. 16.6, д. 
Пример 16.2. Колонна, поперечное сечение которой показано на 

рис. 16.7, а, в точке D нагружена сжимающей силой Р = 20 кН. Тре-
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буется определить положение нейтральной оси, построить эпюру 
нормальных напряжений σ и ядро сечения. 

у1 уc
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u

D

v

z1
zc

z2

α

I2
2

4

4 4дм
II

c1 c2

a 1
a 2
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v
u

z
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у

uv
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н.о.

в)

α
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y

uv

z

I

I

II II

III

III

IV
V

II
I

г)

III

450

3,33 4,67

Рис. 16.7 
Р еш е н и е . 
Определим координаты центра тяжести сечения. Разбиваем 

сечение на простые фигуры I и II. За начальные возьмем оси z1 и 
у1, проходящие через центр тяжести I фигуры: 

 33,1
1632

4160321 =
+

⋅+⋅
==

∑
∑

A
S

z y  дм;  

 ( ) 67,0
1632

2160321 −=
+

−+⋅
==

∑
∑

A
S

y z  дм.  
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Определим моменты инерции сечения относительно цен-
тральных осей: 

 ( ) +
⋅

+⋅+
⋅

=+= ∑ 12
443267,0

12
84 3

2
3

2
iizz AaJJ

i
  

 65,2341633,1 2 =⋅+ дм4;  

 ( ) ++⋅+
⋅

=+= ∑ 12
43233,1

12
48 4

2
3

2
iiyy AcJJ

i
  

 65,2341667,2 2 =⋅+  дм4;  

 ( ) ( ) ( ) 33,851633,167,23233,167,0 −=−+−== ∑ iiizy AcaJ  дм4.  

Главные моменты инерции: 

 
( )

;дм 33,8565,23433,854065,234

4
2
1

2
42

22

min
max

±=⋅+±=

=+−±
+

= zyyz
yz III

JJ
J

  

 98,319max =J  дм4; 32,149min =J  дм4.  

Радиусы инерции сечения: 

 67,6
48

98,319max2
max ===

∑ A
Ii  дм2; 11,32

min =i  дм2.  

Положение главных осей: 

 1
98,31965,234

33,85tg
max

max =
−

−
=

−
=α

JJ
J

y

zy ,  

а 0
max 45=α . 
Главная ось u, относительно которой момент инерции макси-

мальный, повернута на угол 450 против хода часовой стрелки 
(рис. 16.7, а). Найдем положение нейтральной оси. Но для этого 
определим координаты силы Р (рис. 16.7, б): 
 ( ) 34,267,267,07,0sincos =+=α+α= PPP yzu  дм;  
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 ( ) 4,167,067,27,0sincos =−=α−α= PPP zyv  дм.  

По формулам (16.7) найдем отрезки, отсекаемые нейтральной 
осью на главных осях u и v: 

 32,1
34,2
11,32

min
0 −=−=−=

Pu
iu  дм;  

 76,4
4,1
67,62

max
0 −=−=−=

Pv
iv  дм.  

Откладывая на осях отрезки u0 и v0, проведем нейтральную 
ось. Экстремальные значения напряжений будут в точках В и С, 
наиболее удаленных от нейтральной оси. Вычислим их коорди-
наты в главных осях u и v: 

точка В (u = 3,74 дм; v = 2,8 дм); 
точка С (u = − 4,66 дм; v = 0). 
Тогда 

;кПа  4,183Н/дм 17,1834

74,3
11,3
34,28,2

67,6
4,11

48
200001

2

2
min

2
max

−≈−=

=







⋅+⋅+−=








++−=σ B

P
B

P
B u

i
uv

i
v

A
P

 .кПа 4,104Н/дм 104466,4
11,3
34,20

67,6
4,11

48
20000 2 ==








⋅−⋅+−=σC   

По этим значениям построим эпюру σ (рис. 16.7, в). 
Чтобы построить ядро сечения, надо определить координаты 

ядровых точек. Для этого проводим касательные (н.о.) по конту-
ру сечения и вычисляем отрезки, отсекаемые касательными на 
главных осях. По формулам (16.8) определяем координаты ядро-
вых точек: 

касательная I−I (рис. 16.7, г) отсекает на оси z отрезок z = 
= –3,33 дм, тогда 

  76,4
45cos
33,3

0
I
0 −=

−
=u  дм; 76,40 =Iv  дм,  
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 а 65,0
76,4

11,3

0

2
min =

−
−=−= I

I
я u

iu  дм; 
2
max

0

6,67 1,4
4,76

I
ÿ I

iv
v

= − = − = −  дм;  

касательная II−II: 
  у = 4,67 дм;  

 67,6
45cos
67,4

000 === IIII vu  дм,  

 а 47,0−=II
яu  дм; 1−=II

яv  дм;  

касательная III−III: 
 z = yC = 2,67 дм;  

 81,3
45cos
67,2

0
III
0 ==u  дм; ∞=IIIv0 ,  

 а 82,0
81,3
11,3

−=−=III
яu  дм; 067,6

=
∞

−=III
яv ;  

касательная IV−IV, аналогично II−II: 

 47,0−=IV
яu  дм; 1=IV

яv  дм;  

касательная V−V, аналогично I−I: 

 65,0=V
яu  дм; 4,1=V

яv  дм.  

По найденным координатам ядровых точек строим ядро сече-
ния (см. рис. 16.7, г). 
Указание. Изучив эту тему, можно решать задачи № 6 и 

7 контрольной работы. 

ТЕМА 17 

ТЕОРИИ ПРОЧНОСТИ 

Теория:  [1], гл. 9. § 9.1, 9.2; 
 [2], гл. XII, § 101−103. 

При оценке прочности различных конструкций и машин при-
ходится учитывать, что многие элементы и детали работают в 
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условиях сложного напряженного состояния. Поэтому вопрос, 
по каким причинам и при каких значениях напряжений происхо-
дит разрушение, является одним из важных. 

Известно, что при возрастании действующей нагрузки глав-
ные напряжения будут соответственно увеличиваться. При неко-
тором их значении наступит опасное или так называемое пре-
дельное напряженное состояние материала в исследуемой точке. 

В качестве предельного состояния принимают: 
– для пластичных материалов  появление пластических де-

формаций; 
– для хрупких  начало разрешения. 
Оценить опасность того или иного напряженного состояния и 

определить соответствующий коэффициент запаса можно опыт-
ным путем, определив значения главных напряжений, при кото-
рых наступает предельное напряженное состояние. Однако такое 
решение оказывается простым лишь при одноосном нагружении. 
Решение этой важной задачи в случаях сложного напряженного 
состояния осуществляется с помощью теорий прочности. 

Теории прочности базируются на различных гипотезах, опреде-
ляющих условия перехода материала в предельное состояние. Не-
обходимо отметить, что расчеты по различным теориям прочности 
могут давать противоречивые результаты, не соответствующие час-
то и опытным данным. Поэтому в каждом частном случае следует 
выполнять расчет по той теории прочности, которая наиболее дос-
товерна (наиболее хорошо согласуется с экспериментальными дан-
ными) для данного материала и типа напряженного состояния. 

Рассмотрим основные теории прочности. 
Первая теория прочности (Галилея, Ренкина) основывается на 

гипотезе о том, что предельное состояние материала наступает то-
гда, когда одно из главных напряжений достигает величины σ0. 

В соответствии с этой гипотезой должно соблюдаться условие 
 01расч σ≤σ=σ ,  (17.1) 

где σ0  опасное напряжение, вызывающее предельное состоя-
ние при одноосном (линейном) растяжении или сжатии. 
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Главным недостатком теории наибольших нормальных на-
пряжений является то, что ею не учитываются два других глав-
ных напряжения — σ2 и σ3, которые в действительности также 
оказывают влияние на прочность материала. 

Данная теория подтверждается экспериментами только при 
растяжении хрупких материалов, разрушение которых происхо-
дит путем отрыва одной части от другой без развития заметных 
пластических деформаций. В настоящее время первая теория 
прочности не применяется и имеет лишь историческое значение. 
Вторая теория прочности (Мариотта, Сен-Венана) базирует-

ся на гипотезе о том, что наступление предельного состояния 
материала определяется величиной наибольшей относительной 
деформации. Поэтому величина наибольшей относительной де-
формации εmax, зависящая от действующих напряжений, не должна 
превышать допускаемого значения ε0, определяемого из условия 
одноосного растяжения: 
 01max ε≤ε=ε .  (17.2) 

При определении ε1 и ε0 используют известные зависимости Гука: 

 ( )[ ]3211
1

σ+σν−σ=ε
E

; 
E

0
0

σ
=ε .  (17.3) 

При этом считают, что зависимости (17.3) остаются справед-
ливыми вплоть до наступления предельного напряженного со-
стояния, что по существу отвечает хрупкому разрушению мате-
риала, которое происходит без заметных пластических деформа-
ций. После подстановки зависимостей (17.3) в (17.2) получим 
 ( ) 0321 σ≤σ+σν−σ   (17.4) 

или 
 ( ) R≤σ+σν−σ=σ 321расч .  (17.5) 

Третья теория прочности (Кулона) строится на гипотезе о 
том, что наступление предельного напряженного состояния оп-
ределяется величиной наибольших касательных напряжений. 

Экспериментами установлено, что пластические деформации 
сопровождаются значительными сдвигами, вызванными каса-
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тельными напряжениями. Поэтому данную гипотезу можно счи-
тать связанной с переходом материала в пластическое состояние. 
Соответствующее условие прочности имеет вид: 
 0max τ≤τ ,  (17.6) 

где τ0  предельное для данного материала касательное напря-
жение, определяемое для одноосного напряженного состояния 
по формуле 

 
2

0
0

σ
=τ ,  (17.7) 

а τmax для объемного напряженного состояния определяется по 
формуле 

 
2

31
max

σ−σ
=τ ,  (17.8) 

тогда 
 R≤σ≤σ−σ=σ 031расч .  (17.9) 

Третья теория прочности достаточно хорошо подтверждается 
опытами для пластичных материалов и получила широкое рас-
пространение в машиностроении. 

Для плоского напряженного состояния условие (17.9) после 
подстановки в него соответствующих выражений главных на-
пряжений запишется в виде: 

 ( ) Rxyyx ≤τ+σ−σ=σ 22
расч 4 .  (17.10) 

На практике встречаются случаи, когда 0=σ y , например, из-
гиб балок. Приняв σ=σx  и τ=τxy , получим 

 R≤τ+σ=σ 22III
расч 4 .  (17.11) 

Основной недостаток третьей теории состоит в том, что при 
объемном напряженном состоянии не учитывается влияние 
главного напряжения σ2. 
Четвертая теория прочности (Максвелла, Бельтрами, Губе-

ра–Мизеса) основывается на предположении о том, что при лю-
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бом напряженном состоянии к моменту наступления предельно-
го состояния материала количество удельной потенциальной 
энергии, связанной с изменением формы элемента, одинаково. 
Эта теория называется энергетической. При применении энерге-
тической теории должно соблюдаться условие: 
 фоф UU ≤ ,  (17.12) 

где Uф  величина потенциальной энергии, идущей на измене-
ние формы элемента при исследуемом напряженном состоянии; 
Uфо  предельное значение потенциальной энергии изменения 
формы, определяемое для линейного напряженного состояния. 

Значение Uф вычисляют по формуле 

 ( )[ ]323121
2
3

2
2

2
1ф 3

1
σσ+σσ+σσ−σ+σ+σ

ν+
=

E
U .  (17.13) 

Для линейного напряженного состояния 

 2
ô î 0

1
3

U
E

+ ν
= σ .  (17.14) 

Тогда условие прочности по четвертой теории имеет вид: 

 ( ) R≤σσ+σσ+σσ−σ+σ+σ=σ 323121
2
3

2
2

2
1расч   (17.15) 

или 

 ( ) ( ) ( )[ ] R≤σ−σ+σ−σ+σ−σ=σ 2
13

2
32

2
21расч 2

1 .  (17.16) 

При плоском напряженном состоянии, заменяя в формуле 
(17.16) соответствующие главные напряжения их выражениями 
через σх, σy и τхy, получим 

 Rxy
yxyx ≤τ+







 σ−σ
+







 σ+σ
=σ 2

22

расч 3
2

3
2

.  (17.17) 

Для частного случая при 0=σ y , приняв σ=σx  и τ=τxy , по-
лучим условие прочности по IV теории: 

 R≤τ+σ=σ 22
расч 3 .  (17.18) 
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Как и третья теория прочности, энергетическая теория хоро-
шо подтверждается экспериментами с пластичными материала-
ми и поэтому широко применяется на практике. Для пластичных 
материалов обе указанные теории устанавливают критерии, оп-
ределяющие условия возникновения пластических деформаций. 
Поэтому выражения (17.6) и (17.12) называют также условиями 
пластичности. 
Пример 17.1. Тонкостенный цилиндрический сосуд диамет-

ром D = 100 см находится под внутренним давлением р = 20 атм = 
= 2 МПа. Необходимо: 

1) выяснить напряженное состояние стенок; 
2) найти главные напряжения по четвертой теории прочности; 
3) подобрать толщину стенки t сосуда, если R = 100 МПа 

(1000 кгс/см2). 
Р еш е н и е . 
Сила, действующая на дно сосуда, 

 57,1
4

114,32
4

22

дн =
⋅

=
π

=
DpP  МН.  

Найдем напряжения σ′  (рис. 17.1, а): 

 ∑ = 0X ; днPN = ; днPDt =πσ′ ; 
t

pD
Dt
Dp

Dt
P

44

2
дн =

π
π

=
π

=σ′ .  

dsϕ
dϕ

Pдн

σ' σ"1t σ"1t

ρ

y

x

σ"=σ1

σ'=σ2

σ"

σ'

а) б) в)

N

 
Рис. 17.1 

Вырезав из сосуда полукольцо единичной ширины (рис. 17.1, 
б), найдем σ′′ : 

 1
2

1 ⋅ϕ=⋅ dDppdS ;  
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 ∑ = 0y ; 0cos
2

22
2

0

=ϕϕ+σ′′− ∫

π

dDpt ,  

тогда 
2

pDt =σ′′ , а 
t

pD
2

=σ′′ . 

Так как 321 σ>σ>σ , то обозначим 1σ=σ′′ , а 2σ=σ′ . Элемент 
стенки котла испытывает плоское напряженное состояние (рис. 
17.1, в). 

По четвертой теории прочности 

 R≤σσ−σ+σ=σ 21
2
2

2
1расч   

или 

  R
t
Dp

t
Dp

t
Dp

≤−+ 2

22

2

22

2

22

8164
; R

t
pD

≤
4
3

2
,  

а 

  210866,0866,0
1002

12
4
3

2
−⋅=

⋅
⋅

=≥
R

pDt  м.  

Принимаем t = 10 мм. 

ТЕМА 18 

ОДНОВРЕМЕННОЕ ДЕЙСТВИЕ КРУЧЕНИЯ И ИЗГИБА 

Теория:  [1], гл. 10, § 10.4; 
 [2], гл. XI, § 100. 

Изгиб с кручением представляют собой один из видов слож-
ного сопротивления, когда в сечениях бруса действуют изги-
бающие и крутящий моменты. В отличие от рассмотренных вы-
ше случаев сложного сопротивления (косого изгиба и растяже-
ния (сжатия) с изгибом) при кручении с изгибом напряженное 
состояние в опасных точках нельзя рассматривать как одноос-
ное. Касательными напряжениями, обусловленными крутящим 
моментом, пренебречь нельзя. 
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Одновременное действие кручения с изгибом чаще всего 
встречается при работе различных валов. Изгиб валов вызывает-
ся их собственным весом, весом шкивов, маховиков и зубчатых 
колес, силами натяжения ремней, давлением на зубчатые шесте-
ренки и прочее. 

Расчет валов, работающих на кручение с изгибом, ведут в 
следующем порядке. 

1. Все силы, не пересекающие ось вала, переносятся на эту 
ось параллельно своему расположению с добавлением соответ-
ствующих моментов в плоскостях, перпендикулярных оси вала. 

В тех случаях, когда известны мощность, передаваемая на вал 
или снимаемая с вала в данном сечении, и скорость вращения 
вала, момент внешней пары может быть определен по известным 
формулам (10.2) и (10.3) [10]. 

2. Определив внешние моменты, строят эпюру крутящих мо-
ментов (Мк). 

3. Рассматривая вал как балку, наклонные силы проецируют 
на вертикальную и горизонтальную оси; определяют вертикаль-
ные и горизонтальные опорные реакции, возникающие в под-
шипниках вала от соответствующих нагрузок, и строят эпюры 
моментов, изгибающих вал в вертикальной ( )zM  и горизонталь-
ной ( )yM  плоскостях. 

4. Строят эпюру суммарных изгибающих моментов, ординаты 
которой в любом сечении могут быть вычислены по формуле 

 2 2
è z yM M M= + .  (18.1) 

За опасное принимают то сечение, где Ми и Мк достигают одно-
временно возможно больших значений. Расчетный момент, учиты-
вающий одновременное воздействие на вал кручения и изгиба, за-
висит от принятой теории прочности — третьей или четвертой (см 
формулы (17.11) или (17.18)). 

Подставив è

z

M
W

σ = , а 
zW

M
W
M

2
кк ==τ

ρ

, получим расчетный мо-

мент: по третьей теории прочности 
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 2
к

2
ирасч MMM += ,  (18.2) 

а по четвертой теории прочности 

 2
к

2
ирасч 75,0 MMM += .  (18.3) 

Запишем условие прочности при изгибе с кручением: 

 [ ]σ≤=σ
W

M расч
max ,  (18.4) 

где W  осевой момент сопротивления, а ρW   полярный мо-
мент сопротивления. 

Требуемый диаметр вала из условия прочности находят по 
формуле 

 [ ]
3 расч32

σπ
≥

M
D .  (18.5) 

Наружный диаметр полого вала 

 ( )[ ]
3

4
расч

1
32

σα−π
≥

M
D ,  (18.6) 

где Dd /=α ; d  внутренний диаметр вала. 
Условие жесткости вала 

 [ ]Θ≤=Θ
ρGJ

M к
max .  (18.7) 

Диаметр вала из условия жесткости 

 [ ]4 к32
Θπ

≥
G

MD .  (18.8) 

Пример 18.1. На стальной вал СВ (рис. 18.1, а) насажено ра-
бочее зубчатое колесо 1 весом Q1 = 1 кН, диаметром D1 = 40 см и 
шкив 2 весом Q2 = 5 кН, диаметром D2 = 120 см, передающий на 
вал при помощи ременной передачи мощность 200=N  кВт при 
n = 400 об/мин. Окружные усилия на шкиве 2 параллельны меж-
ду собой, причем 22 2tT = , и наклонены к вертикали под углом 
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0
2 30=α  (рис. 18.1, б). Окружное усилие шестерни Т1 составляет с 

вертикалью угол 0
1 45=α . Определить по третьей теории прочно-

сти диаметр вала, если дано: l1 = 20 см, l2 = 40 см, l3 =  40 см,  [σ] = 
= 120 МПа (1200 кгс/см2), [Θ] = 0,250 на 1 м длины, G = 8⋅104  МПа  
(8⋅105 кгс/см2). 

DD
2=

12
0  

cм

l1=20см l2=40см l3=40см

3

С Е1

D
1=

4 0
с м

Q1

Q2

BA 2

α2=300α1=450

z

T2

2
1

3

T1

t2

l1 l2 l3
Aв

Bв

P1в P2в

4,87
Эп. Мк, кН.м

3,64

3,36

Эп. Мв, кН.м

Р1г

Аг Р2г

Вг

4,153,44

Эп. Мг, кН.м

5,01
5,34

Эп. Мu, кН.м

а) б)

в)

г)

д)

е)

ж)

з)

y

 
Рис. 18.1 
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Р еш е н и е .  
Находим крутящий момент на участке вала СЕ, между зубча-

тым колесом 1 и шкивом 2: 

 4868
400
20097369736к ===

n
NM  Н⋅м,  

где n  число оборотов вала; N  мощность, кВт. 
Строим эпюру Мк (рис. 18.1, в). Далее определим окружные 

усилия, приложенные к зубчатой шестерне и шкиву: 
 ( ) 2222211к tRtTRRTM =−== ;  

 24340
2,0

4868

1

к
1 ===

R
MT  Н;  

 8113
6,0

4868

2

к
2 ===

R
Mt  Н;  

 16226811322 22 =⋅== tT  Н.  

Переносим все силы на ось вала и определяем вертикальные и 
горизонтальные составляющие с учетом веса Q1 и Q2. 

В плоскости зубчатой шестерни: 

 182081000707,02434045cos 1
0

11в =+⋅=+= QTP  Н;  

 17208707,02434045sin 0
11г =⋅== TP  Н.  

В плоскости шкива: 

 ( ) 259315000866,02433930cos 2
0

22в2 =+⋅=++= QtTP  Н;  

 ( ) 5,121695,02433930sin 0
22г2 =⋅=+= tTP  Н.  

Определим опорные реакции и изгибающие моменты от вер-
тикальных сил (рис. 18.1, г, д): 

 
( )

( ) 5,35725
8,0

4,025931118208

32

3в232в1
в

1 =
⋅+⋅

=
+

+++
=

ll
lPlllP

A  Н;  
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 ( ) 5,8413
8,0

2,0182084,025931

32

1в12в2
в =

⋅−⋅
=

+
−

=
ll

lPlPB  Н;  

 64,32,0182081в1в ≈⋅== lPM A  кН⋅м;  

 36,34,05,84133вв −≈⋅−=−= lBM E  кН⋅м.  

Опорные реакции и изгибающие моменты от горизонтальных 
сил (рис. 18.1, е, ж): 

 ( )
( ) 15425

8,0
4,05,12169117208

32

3г2321г1
г =

⋅−⋅
=

+
−++

=
ll

lPlllPA  Н;  

 ( ) 75,10386
8,0

4,0121692,017208

32

2г21г1
г =

⋅+⋅
=

+
+

=
ll

lPlPB  Н;  

 44,31г1г == lPM A  кН⋅м; 15,43гг == lBM E  кН⋅м.  

Построив эпюры Мв и Мг, переходим к построению суммар-
ной эпюры изгибающих моментов Ми (рис. 18.1, з). Наибольшие 
значения Ми будут в сечениях А и Е: 

 ( ) ( ) 01,5103,2544,364,3 222
г

2
ви ==+=+= AAA MMM  кН⋅м;  

 ( ) ( ) 34,5512,2815,436,3 222
г

2
ви ==+=+= EEE MMM  кН⋅м.  

Анализируя эпюры Ми и Мк, установим, что опасное сечение 
находится в точке Е. Расчетный момент в точке Е по третьей 
теории прочности равен: 

 23,723,5287,434,5 222
к

2
ирасч ==+=+= MMM  кН⋅м.  

Диаметр вала из условия прочности (18.5) равен: 

 [ ] 085,010614,0
1012014,3
1023,73232 3 33

6

3
3 расч =⋅=

⋅⋅
⋅⋅

=
σπ

≥ −M
D м.  

Найдем диаметр вала из условия жесткости (18.8): 
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 [ ] [ ] 109,0
1108

4486892,492,418032
4

10
4 к4 2

к =
⋅⋅

⋅
=

θ
=

θπ
≥

G
M

G
MD м.  

Принимаем окончательно диаметр вала D = 11 см. 
Указание. Изучив данную тему, можно решать задачу № 7 кон-

трольной работы. 

ТЕМА 19 

УСТОЙЧИВОСТЬ СЖАТЫХ СТЕРЖНЕЙ 

Теория:  [1], гл. 11, § 11.1−11.4; 
 [2], гл. XV, § 126−129, 132. 

В ряде случаев проектирования инженерных сооружений 
обычных расчетов на прочность бывает недостаточно. Наряду с 
проблемой прочности существует так называемая проблема ус-
тойчивости сооружения или его элементов. 

Инженерные объекты, кроме нагрузок, учитываемых расче-
том, всегда подвергаются дополнительным малым воздействиям 
(возмущениям), стремящимся вывести данное тело из его рас-
четного состояния равновесия. 

Если малые возмущения вызывают малые отклонения сис-
темы от расчетного состояния, то такое состояние системы яв-
ляется устойчивым. Если же при малых возмущениях возника-
ют большие отклонения системы от расчетного состояния, то 
такое состояние системы является неустойчивым. 

Примером устойчивого и неустойчивого равновесия может 
служить равновесие тяжелого шарика, лежащего на вогнутой 
или на выпуклой поверхности. 

В первом случае (рис. 19.1, а) 
при любом малом отклонении ша-
рик стремится вернуться в исход-
ное положение  устойчивое 
равновесие. Во втором случае 
(рис. 19.1, б) при любом малом воздействии шарик покатится 
вниз — неустойчивое равновесие. 

а) б)

 
Рис. 19.1 
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Аналогичные явления можно наблюдать при изучении равно-
весия сжатого стержня. 

При сжимающей силе меньше некоторого критиче-
ского значения ( )крPP <  сжатый стержень будет ус-
тойчивым. При увеличении сжимающей силы ( )крPP >  
происходит потеря прямолинейной формы сжатого 
стержня, т.е. стержень изогнется (рис. 19.2). Такое 
состояние носит название «продольный изгиб или по-
теря устойчивости». 

Появление продольного изгиба опасно тем, что при 
малом увеличении сжимающей силы происходит 
сильный рост прогибов ( )xv , а следовательно, резкое 
увеличение напряжений, деформаций и разрушение стержня. В 
гибких стержнях потеря устойчивости наступает при сравни-
тельно небольших сжимающих напряжениях, не являющихся 
опасными с точки зрения прочности самого материала. 

Таким образом, продольный изгиб, или потеря устойчивости, 
является опасным явлением и его нельзя допускать в конструк-
циях. Необходимость проверки на устойчивость возникает при 
расчете стоек, колонн и других элементов конструкций, рабо-
тающих на сжатие. В этом случае размеры поперечных сечений 
сжатых стержней должны назначаться не из условия прочности 
от чистого сжатия, а из условия того, что сжимающие напряже-
ния должны быть меньше критических: 

 
A

Pкр
крmax =σ<σ .  (19.1) 

Определение критических сил, изучение форм потери устой-
чивости и разработка методов подбора сечений составляют ос-
новную задачу науки об устойчивости сооружений. 

Для исследования устойчивости упругих систем есть ряд ме-
тодов, но в сопротивлении материалов ограничиваются рассмот-
рением метода Эйлера. 

В инженерных расчетах практический интерес представляет 
формула Эйлера для определения наименьшей критической си-
лы. Запишем ее без вывода: 

х

v(x)

P>Ркр

 
Рис. 19.2 
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 2
p

min
2

кр l
EJP π

= ,  (19.2) 

где lp  расчетная или приведенная длина стержня, которую оп-
ределяют по формуле 
 µ= llp ,  (19.3) 

l  длина стержня; µ  коэффициент приведения длины, учи-
тывающий характер закрепления концов стержня. 

На рис. 19.3 приведены четыре основных случая закрепления 
стержней и даны соответствующие значения коэффициента µ. 

Ркр

l

µ = 1

Ркр

µ = 2

Ркр

µ = 0,7

Ркр

l

µ = 0,5

Ркр

 
Рис. 19.3 

Величина критической силы, вычисленная по формуле Эйлера 
(19.2), прямо пропорциональна изгибной жесткости EJ и обратно 
пропорциональна квадрату длины стержня. Таким образом, на-
блюдается разница между работой стержней на растяжение и сжа-
тие. Предельная растягивающая сила не зависит от длины 
стержня, а зависит от прочностных характеристик материала: 
 ARP ≤доп ,  

где R  расчетное сопротивление материала, и поэтому различ-
на для разных сортов материала. 
Величина критической силы не зависит от прочностных ха-

рактеристик материала. 
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В растянутых стержнях признаки опасного состояния часто 
наступают задолго до разрушения, а в сжатых стержнях каких-
либо заметных признаков возможной потери устойчивости, как 
правило, установить не удается. Потеря устойчивости стержней 
опасна, потому что она происходит внезапно. 

Формула (19.2), полученная Леонардом Эйлером в 1744 г., дол-
гое время была предметом дискуссий. Одной из главных причин 
споров явилось то обстоятельство, что эта формула в ряде случаев 
не подтверждалась экспериментами. Дело в том, что эта формула 
выведена с учетом закона Гука, т.е. в предположении, что стержень 
работает в пределах упругих деформаций. Поэтому ее нельзя при-
менять, когда критические напряжения больше предела пропор-
циональности. Для установления предела применимости формулы 
Эйлера найдем критическое напряжение: 

 
( ) ( ) 2

2

2

2

2
min

2
кр

кр / λ
π

=
µ
π

=
µ

π
==σ

E
il
E

Al
EJ

A
P

,  (19.4) 

где 
A

Ji min
min =   минимальный радиус инерции сечения; λ  

гибкость стержня, 

 
mini

lµ
=λ .  (19.5) 

Приравнивая выражение (19.4) пределу пропорциональности 
σпц, получим предельное значение гибкости или предел приме-
нимости формулы Эйлера: 

 
пц

2

пр σ
π

≥λ
E .  (19.6) 

Следовательно, по формуле Эйлера величину критической си-
лы Ркр можно определять только для стержней большой гибко-
сти, т.е. когда прλ≥λ . 

Если гибкость стержней прλ<λ , то формулы (19.2) и (19.4) 
дают неверное (завышенное) значение. В таких случаях величи-
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ну критического напряжения можно найти, используя данные 
экспериментов. 

σкр
σкр=σт Прямая Ясинского

       σкр=a - bλ

Гипербола Эйлера
      σкр=π2E/λ2

σт

σпц

0            40              λпр                                      λ            
Рис. 19.4 

На рис. 19.4 приведена зависимость ( )λ=σ fкр  для строи-
тельной стали. Для 100пр =λ>λ  график ( )λ=σ fкр  построен с 
использованием формулы (19.4)  так называемая гипербола 
Эйлера. 

Как отмечалось выше, при прλ=λ  критическое напряжение 
равно пределу пропорциональности, т.е. пцкр σ=σ . Эксперимен-
тами установлено, что для коротких и массивных стержней, с 
гибкостью 40...0=λ , потеря устойчивости не опасна. В этом 
случае опасна потеря прочности, и тогда можно принять 

ткр σ=σ . В интервале 10040 ≤λ≤  крσ  зависит от гибкости λ 
почти линейно. На основе обработки экспериментальных дан-
ных, проведенной в конце XIX в. Л. Тетмайером, Ф.С. Ясинским 
и другими, была предложена эмпирическая формула 
 λ−=σ baкр ,  (19.7) 

где а и b  коэффициенты, зависящие от материала. 
Например, для стали Ст.3  а = 310 МПа; b = 1,14 МПа; для дере-

ва  а = 29,3  МПа; b = 0,194 МПа. 
Формула (19.7) носит название  формула Ясинского. 
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19.1. Практический расчет центрально сжатых стержней 
При назначении поперечных размеров сжатых гибких стержней 

в первую очередь необходимо заботиться о том, чтобы стержень в 
процессе эксплуатации при действии сжимающих сил не потерял 
устойчивости. Условие устойчивости записывается в виде: 

 yR
A
P

≤=σ
бр

кр
кр ,  (19.8) 

где Ry  расчетное напряжение на устойчивость, которое зави-
сит от гибкости стержня и определяется по формуле 
 ϕ= RRy ,  (19.9) 

где R  основное расчетное сопротивление на сжатие; ϕ  ко-
эффициент уменьшения основного расчетного сопротивления 
при продольном изгибе, который зависит от гибкости стержня и 
принимает значения от 0 до 1 (Прил. 3). 

Исследования показали, что местные ослабления сечения (на-
пример, заклепочные отверстия) не оказывают существенного 
влияния на величину критической силы. Поэтому в формуле 
(19.8) взята площадь сечения брутто. Окончательное условие 
устойчивости имеет вид: 

 ϕ≤=σ R
A
P

бр
max   (19.10) 

или 

 R
A

P
≤

ϕ
=σ

бр
max .  (19.11) 

Формула (19.11) дает возможность сделать поверочный рас-
чет на устойчивость, определить допускаемую нагрузку и разме-
ры поперечного сечения сжатого стержня. 

Для определения размеров сечения приходится пользоваться 
методом последовательных приближений. 
Порядок расчета следующий. 
1. Задаются значением коэффициента ϕ (например, ϕ ≈ 0,5). 
2. Определяют площадь сечения Абр из формулы (19.11). 
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3. По площади находят размеры сечения или номер прокатно-
го профиля, а затем определяют Jz, Jy, iz, iy, λz, λy. Для прокатных 
профилей моменты и радиусы инерции можно взять из ГОСТ 
8509-93, 8510-86, 8240-89, 8239-89. Гибкость стержня определя-
ют по формуле (19.5). 

4. По большей гибкости из прил. 3 берут значение коэффици-
ента ϕ1 для данного материала и по формуле (19.11) находят на-
пряжение. 

Естественно, что при первой попытке полученное напряжение 
может значительно отличаться от расчетного сопротивления. В 
этом случае делают второе приближение: 

 
2

1
2

ϕ+ϕ
=ϕ   

и повторяют расчет. 
Процесс последовательных попыток продолжают до тех пор, 

пока разница между σmax и R не станет достаточно малой, т.е., 

 %5%100max ±=⋅
−σ

=∆
R

R .  

При подборе составных сечений с одинаковыми условиями за-
крепления стержня в двух главных плоскостях инерции рациональ-
ным будет сечение, у которого два главных момента инерции равны: 

yz JJ = . 

Расстояние между центрами тяжести 
составных элементов можно определить 
из условия равноустойчивости (рис. 19.5): 


















+= 1

2

1 2
22 AaJJ yz , 

где zJ , 
1yJ и А1  моменты инерции и 

площадь одного профиля, из которых 
выполнено составное сечение. 
Пример 19.1. Подобрать диаметр D 

трубы, сжатой осевой силой (рис. 19.6). 

у1

z

у1

a/2 a/2

y

 
Рис. 19.5 
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Дано: Р = 650 кН, толщина стенки трубы δ = 2 см, расчетное со-
противление R = 200 МПа (2000 кгс/см2). 

P=650 кН

l=
 6

 м

µ=1
D

δ=2 см

 
Рис. 19.6 

Р еш е н и е . 
Запишем условие устойчивости: 

 ϕ≤=σ R
A
P

бр
max .  

Первое приближение. Задаем предварительно 5,0=ϕ  и нахо-
дим требуемую площадь поперечного сечения трубы: 

 4
6

3

1 1065
102005,0

10650 −⋅=
⋅⋅

⋅
≥A м2.  

Площадь трубы равна разности площадей кругов 

 ( ) 65
4

22

=
−π

=
dDA  см2 или ( )( ) 65 4D d D d+ − =

π
.  (а) 

Так как 42 =δ=− dD  см, то 4−= Dd . Подставим d в (а) и 
получим 

 465168
π

=−D ,  

откуда D = 12,35 см, а d = 8,35 см. 
Вычислим радиус инерции 
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 ( )
( )

2

22

44

1
4

4
64







+=

−π
−π

==
D
dD

dD
dD

A
Ji ,  

тогда 

 72,3
35,12
35,81

4
35,12 2

=







+=i  см.  

Гибкость 161
72,3
6001

=
⋅

=
µ

=λ
i
l . 

Для данной гибкости берем из прил. 3 29,01 =ϕ . 
Так как ϕ<<ϕ1 , то делаем второе приближение: 

 395,0
2

29,05,0
2

1
2 =

+
=

ϕ+ϕ
=ϕ   

и повторяем расчет. 
 А2 = 82 см2; D = 15 см; d = 11 см; i = 4,65 см;  

 λ2 = 129; ϕ2 = 0,405.  
Напряжение 

 72,195
1082405,0

10650
4

3

max =
⋅⋅

⋅
=σ −  МПа.  

Расхождение составляет: 

 %14,2%100
200

20072,195
=

−
=∆ , что меньше 5 %.  

Указание. Изучив данную тему, можно решать задачу 
№ 8 контрольной работы. 
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ТЕМА 20 

РАСЧЕТ КРИВОГО БРУСА 

Теория:  [2]. гл. XIV, § 118−123. 

В строительной практике и машиностроении встречаются 
стержни (брусья) с криволинейной осью: крюк подъемного кра-
на, замкнутое кольцо, обод колеса, звенья цепей, проушины, ар-
ки (рис. 20.1). 

Р

Р

Р

Р

Р

Р
Р

Р

Р

Р

h
h

R0

R0

 
Рис. 20.1 

Кривые брусья бывают малой и большой кривизны: критери-
ем является отношение радиуса кривизны продольной оси бруса 
R0 к высоте сечения бруса h. 

Если 50 >
h
R , то имеем брус малой кривизны; при 50 ≤

h
R   

брус большой кривизны. 
Ограничимся рассмотрением плоских кривых брусьев, у ко-

торых: 
1) поперечное сечение имеет хотя бы одну ось симметрии; 
2) все нагрузки и опорные реакции лежат в плоскости сим-

метрии поперечного сечения бруса. 
При таких условиях все внутренние силы в произвольном се-

чении кривого бруса приводятся к трем компонентам: продоль-
ной силе N, изгибающему моменту М и поперечной силе Q. 
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Опорные реакции для кривых брусьев определяются из уравне-
ний равновесия (статики). 

20.1. Определение внутренних усилий 
Метод сечения, применяемый к кривым брусьям, позволяет оп-

ределить внутренние усилия, действующие в его поперечном сече-
нии: продольную (нормальную) силу N, изгибающий момент М и 
поперечную силу Q, которые в произвольном сечении кривого бру-
са определяют по тем же правилам, что и для прямых брусьев. 
Изгибающий момент считают положительным, если он уве-

личивает кривизну оси бруса. Знак поперечной и продольной си-
лы определяют так же, как и для прямых стержней. Положи-
тельные направления N, Q и М показаны на рис. 20.2. 

Эпюры N, Q и М для кривых 
брусьев строятся так же, как и для 
брусьев с прямолинейной осью, 
однако есть некоторые особенно-
сти. Условимся положительные 
значения ординат эпюр N, Q и М 
откладывать перпендикулярно 
криволинейной оси бруса, в сто-
рону от центра его кривизны, а 
отрицательные  к центру кри-
визны. Ось бруса является базой эпюры. Для построения эпюр 
внутренних усилий необходимо на каждом участке получить ана-
литические выражения N, Q и М для произвольного сечения. 
Пример 20.1. Возьмем стержень, очерченный по окружности 

радиусом R0, защемленный левым концом и нагруженный силой 
Р (рис. 20.3, а). Положение сечения определяется углом ϕ. При 
вычислении N, Q и М рассмотрим правую часть — так избавимся 
от необходимости вычисления опорных реакций. 

Построим силовой треугольник (рис. 20.3, б). Проецируя силу 
Р на нормаль к сечению и на само сечение (рис. 20.3, в), получим 
из условия равновесия 
 ϕ−= sinPN  (сжатие);  

 ϕ= cosPQ  (поворот по часовой стрелке).  

h
+Q

+N
+M

+N
+M+QR0

dϕ

 
Рис. 20.2 
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О

R0

P

D

A

ϕ

a)

ϕ

ϕ

Q

N O

Psinϕ
Pcosϕ

P

в)

ϕ
Psin

ϕ

Pcosϕ

б)

P

 
Рис. 20.3 

Изгибающий момент равен моменту силы относительно точки 
О: 
 ϕ=⋅= sin0PRODPM .  

Изменяя угол ϕ, можно определить N, Q и М в сечениях. 
На рис. 20.4 показаны эпюры. За нулевую линию принята ось 

кривого стержня, а ординаты отложены по радиусам кривизны 
стержня. 

Р
Q=Pcosϕ

Эп. Q

N=PsinϕM=PR0sinϕ

PPR0 Эп. NЭп. M

ϕ

 
Рис. 20.4 

Пример 20.2. Для кривого бруса на двух опорах (рис. 20.5, а), 
загруженного в точке С горизонтальной силой Р, записать выра-
жения N, Q и М для произвольных сечений на I и II участках и 
построить эпюры. Брус очерчен по окружности радиусом R0. 

Решение . 
По уравнениям статики определим опорные реакции: 

 PH = ; 
2
PVA = ; 

2
PVB = .  



70 

Разобьем брус на два участка, и для произвольных сечений на 
каждом участке запишем уравнения для N, Q и М. 

I участок (АС): 
2

0 1
π

≤ϕ≤ . 

 ( ) ( )1
0

101010 cos1
2

sincos1sin ϕ−+ϕ−=ϕ−+ϕ−=
PRPRRVHRM A ;  

 11 sin
2

cos ϕ−ϕ=
PPQ ; 11 cos

2
sin ϕ+ϕ=

PPN .  

II участок (ВС): 
2

0 2
π

≤ϕ≤ . 

( )2
0 cos1

2
ϕ−−=

PRM ; 2sin
2

ϕ−=
PQ ; 2cos

2
ϕ−=

PN . 

Построение эпюр (рис. 20.5, б, в, г) проводим так же, как и в 
предыдущем примере. При этом на эпюре N в точке С получим 
скачок, равный величине сосредоточенной силы Р. 

С
Р

R 0

1
1

I II

2
2

B
0

VB
VA

A
H

ϕ1 ϕ2 00

Эп. М

0,56PR0

0,5PR0

0,15PR0

б)а)

0

Эп. Q

0,35P
0,5P

0,35P

г)в) Р

0,353Р
1,06Р

0

0,5Р 0,5Р

Эп. N

P

ϕ1

ϕ1
ϕ2

 
Рис. 20.5 
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20.2. Определение нормальных напряжений 
Определение напряжений в кривых брусьях производится по 

разным формулам, в зависимости от кривизны — малой или 
большой. Напряжения в брусьях малой кривизны с достаточной 
для практики точностью можно определять по формулам для 
прямых стержней. 

Важнейшей отличительной особенностью изгиба бруса боль-
шой кривизны является то, что нормальные напряжения в попе-
речном сечении кривого бруса изменяются непропорционально 
расстоянию от нейтральной оси. Напряжения σ в сечении криво-
го бруса изменяются по гиперболическому закону. Нейтральная 
(нулевая) ось, в отличие от прямого бруса, не проходит через 
центр тяжести сечения, а смещена от него в сторону центра кри-
визны на у0 (рис. 20.6). 

у0

М

2

1М

r
R1R0

ρR2

C2

C1 y1

b

a
y

z0 y y2 hц.т. dA

Эп. σ
σ2

σ11 1

y0

2 2

z

    
    

    
     

 ос
ь бр

уса

    
    

     
н.о.

 
Рис. 20.6 

Нормальные напряжения от изгибающего момента для произ-
вольной точки поперечного сечения вычисляют по формуле 

 
yr

y
S
My

S
M

zz
M +

=
ρ

=σ ,  (20.1) 

где 0AySz =   статический момент площади поперечного сече-
ния А относительно нейтральной оси z; у  расстояние от ней-
трального слоя до рассматриваемой точки; yr +=ρ  расстоя-
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ние от центра кривизны до точки, в которой определяют напря-
жения; r  радиус кривизны нейтрального слоя. 

Напряжения в наиболее удаленных от нейтральной оси точ-
ках будут наибольшими: 

 ( )
1

1
1 RS

My

z
−=σ ; ( )

2

2
2 RS

My

z
=σ .  (20.2) 

Если кроме изгибающего момента в поперечном сечении дей-
ствует и продольная сила, то полное напряжение в произвольной 
точке равно: 

 
ρ

+=σ+σ=σ
y

S
M

A
N

z
MN .  (20.3) 

Для определения напряжений по формулам (20.1) − (20.3) не-
обходимо знать положение нейтральной оси z. 

Радиус кривизны нейтрального слоя для любого сечения вы-
числяют по формуле 

 
∫ ρ

=

A

dA
Ar .  (20.4) 

Для некоторых типов поперечных сечений положение ней-
тральной оси можно определить по формулам, приведенным в 

табл. 20.1, учитывающим, что 0
0

zJy
AR

≈ . 
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Смещение нейтральной оси для некоторых сечений также 
можно определить по формуле 
 00 kRy = ,  (20.5) 

где k  коэффициент (табл. 20.2), который зависит от формы 
сечения и отношения 10 / cR ; с1  расстояние от центра тяжести 
сечения до крайнего внутреннего волокна кривого бруса (точка 
1 на рис. 20.6). 

Таблица 20.2 

Значения коэффициента k для определения положения 
нейтральной оси кривого бруса 

1

0

c
R

 
h

C1

R0

 

h
C1

R0

 
2bR0

b

C1 от
в.

 д
о 

3b

 
1,2 0,224 0,305 0,336 
1,4 0,151 0,204 0,229 
1,6 0,108 0,149 0,168 
1,8 0,084 0,112 0,128 
2,0 0,069 0,090 0,102 
2,2 0,058 0,077 0,084 
2,4 0,049 0,065 0,071 
2,6 0,042 0,055 0,061 
2,8 0,036 0,047 0,053 
3,0 0,030 0,041 0,046 
3,5 0,022 0,028 0,033 
4,0 0,016 0,021 0,024 
6,0 0,0070 0,0093 0,011 
8,0 0,0039 0,0052 0,0060 
10,0 0,0025 0,0033 0,0039 

Заметим, что k быстро уменьшается с увеличением отношения 
10 / cR . Так, для прямоугольного сечения при k = 10  у0 = 0,0033R0, а 

нейтральная ось проходит вблизи центра тяжести сечения. По-
этому при 10/ 10 ≥= cRk  для определения напряжений можно 
использовать формулы прямого бруса. 
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Пример 20.3. К изогнутой раме машины (рис. 20.7, а) прило-
жены две силы Р = 800 кгс (8 кН) каждая. Найти краевые напря-
жения в сечении АВ, если поперечное сечение прямоугольное: h = 
= 80 мм, b = 30 мм, а R0 = 80 мм. 

P

P

R0

m

250 мм

m - n
h = 80

у0

b 
=

 3
0

c1 = 40
R0 = 80

98,1

42,2

Эп. σ, МПа

а) б)

в)

 n

m
 n

 
Рис. 20.7 

Р еш е н и е . 
Так как 51/0 <=hR , то для стрежня большой кривизны вычис-

ление напряжений вести по формулам (20.2) и (20.3). 
Найдем положение нейтральной оси. 

Так как 2
40
80/ 10 ==cR , то по табл. 20.2 принимаем k = 0,090 и 

по формуле (20.5) определим 
 72,0809,00 =⋅=y  см.  

Тогда статический момент сечения относительно нейтральной 
оси 
 3,1772,0380 =⋅⋅=⋅= yASz  см3.  

Вычислим: 
продольная сила N = 800 кгс = 8 кН; 
изгибающий момент в сечении А−В 

 2000025800 −=⋅−=M  кгс⋅см = –20 кН⋅м.  

 2438 =⋅=A  см2;  
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 у1 = 4 − 0,72 = 3,28 см; у2 = 4 + 0,72 = 4,72 см;  

 4482/01 =−=−= hRR  см;  

 12482/02 =+=+= hRR  см.  

Нормальные напряжения в точках ( )1σA  и ( )2σB  равны (рис. 
20.7, в): 

 98194833
4
28,3

3,17
20000

24
800

1 =+=+=σ  кгс/см2 = 98,1 МПа;  

 42245533
12
72,4

3,17
20000

24
800

2 −=−=−=σ  кгс/см2 = –42,2 МПа.  

Если бы мы пренебрегли кривизной и вычислили напряжения 
по формуле для прямого бруса 

 
zW

M
A
N

±=σ ,  

то получили бы 

 =±=
⋅

±=




σ
σ

62533
83
620000

24
800

2
2

1   

 .МПа
3,59

8,65
кгс/см

593
658 2









−
=









−
+

=   

Мы получили бы напряжение на внутренних волокнах на 

 98,1 65,8 100 % 33 %
98,1
−

∆ = ⋅ =   

меньше, причем не в запас прочности. Таким образом, неучет 
кривизны стержня может повлечь значительные перенапряжения 
сечения. 
Указание. Изучив данную тему, можно решать задачу 

№ 9 контрольной работы. 
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ТЕМА 21 

ДИНАМИЧЕСКОЕ ДЕЙСТВИЕ НАГРУЗОК 

Теория:  [1], гл. 12, § 12.1−12.4; 
 [2], гл. XVI, § 135−141. 

По характеру воздействия на инженерные конструкции внеш-
ние силы (нагрузки) делятся на статические и динамические. 
Влияние динамической нагрузки при расчете на прочность и же-
сткость обычно учитывают динамическим коэффициентом 

 дстдин kSS =  или 
ст

дин
д S

S
k = ,  

т.е. динамический коэффициент есть отношение динамического 
значения некоторого фактора (усилия, напряжения, деформации) 
к соответствующему фактору, вычисленному при статическом 
нагружении. 

В сопротивлении материалов рассматривают три вида дина-
мических нагрузок  силы инерции, удар и колебания. 

21.1. Учет сил инерции 
При динамической нагрузке любой элемент конструкций в каж-

дый момент времени можно рассматривать как находящийся в со-
стоянии равновесия под действием внешних сил (включая опорные 
реакции), внутренних усилий и сил инерции. Это положение, как 
известно, носит название принцип Даламбера и является обоснова-
нием использования уравнений равновесия и при решении динами-
ческих задач. Силы инерции, как и собственный вес, являются объ-
емными силами, так как приложены к каждой частице объема тела. 
Величина элементарной силы инерции èdP , действующая на 

каждую частицу тела, равна произведению массы dm  этой час-
тицы на ускорение a . 
 admdP ⋅=и   (21.1) 

или 

 a
g
dVa

g
dGdP γ

==и ,  (21.2) 
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где dG  вес элементарной частицы; γ  объемный вес мате-
риала; g  ускорение свободного падения (g = 9,81 м/с2). 

Сила всегда направлена в сторону, противоположную ускоре-
нию. 

При расчете стержневых систем объемные силы инерции за-
меняют силами инерции, распределенными по длине стержня, 
т.е. распределенной погонной инерционной нагрузкой. Интен-

сивность этой нагрузки qи равна отношению èdP
dx

. Подставим в 

формулу (21.2) объем элемента стержня AdxdV = . Тогда 

 a
g

Adxa
g
dVdP γ

=
γ

=и .  (21.3) 

Следовательно, интенсивность погонной инерционной на-
грузки 

 maa
g
A

dx
dPq =

γ
== и

и .  (21.4) 

Динамический расчет при подъеме груза 

Рассмотрим задачу о подъ-
еме груза Q с постоянным ус-
корением а. Определим дина-
мическое значение продоль-
ного усилия в тросе Nд, воз-
никающего при подъеме. Рас-
смотрим равновесие отсечен-
ной части (рис. 21.1, б). По 
принципу Даламбера 

l
a

Q

Nд

Q

Pи

а)

б)

 
Рис. 21.1 
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ä è ñò ä1Q aN Q P Q a Q N k
g g

 
= + = + = + = 

 
,  (21.5) 

где д1 k
g
a

=







+   динамический коэффициент при учете сил 

инерции. 
Вращение стержня вокруг оси 

Рассмотрим горизонтальный стержень ВС, площадь поперечно-
го сечения которого А, длина 2l (рис. 21.2, а), вращающийся с по-
стоянной скоростью  ω вокруг вертикальной оси О−О. При враще-
нии стержня ускорение частиц, расположенных на расстоянии r от 
оси вращения, направлено к этой оси и определяется по формуле 

 ra 2ω= .  (21.6) 

О

r
B C

l l

r

l-r

Эп. qi

б)

в)

а)

Nr

Nmax

Эп. N

г)

l
g
A 2ω

γ

r
g
A 2ω

γ
l

g
A 2ω

γ

ω

 
Рис. 21.2 
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Силы инерции (центробежные силы) направлены по радиусу 
от оси вращения. Интенсивность их, отнесенная к единице дли-
ны стержня, по (21.4) и (21.6) равна 

 r
g
Aq 2

и ω
γ

= .  (21.7) 

Эпюра qи показана на рис. 21.2, б. Формулы (21.6) и (21.7) 
можно использовать при вращении как относительно вертикаль-
ной, так и относительно горизонтальной осей. 

Силы инерции вызывают растяжение стержня. Продольная 
сила Nr в сечении, расположенном на расстоянии r от оси враще-
ния, равна площади эпюры qи на участке от этого сечения до 
свободного конца стержня (рис. 21.2, в). Запишем 

 ( )22222

22
rl

g
Arll

g
Ar

g
ANr −ω

γ
=

−








ω

γ
+ω

γ
= .  (21.8) 

Наибольшее значение продольной силы будет у оси враще-
ния, т.е. при 0=r : 

 22
max 2

l
g
AN ω

γ
= .  (21.9) 

Эпюра продольных сил показана на рис. 21.2, г. 

Пример 21.1. Стержень СВ 
(рис. 21.3) на двух тросах под-
нимается вверх с ускорением 
а. Погонный вес стержня q, 
Н/м. Определить наибольшее 
напряжение в стержне ВС. 

Р еш е н и е . 
Прикладываем силы инер-

ции a
g
q  к каждому элементу 

единичной длины и получим: 

BC

l

а а

qд

Эп. Мд

BА









+

g
aq 1

Mmax
д  

Рис. 21.3 
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 дд 1 qk
g
aqa

g
qqq =








+=+= , где 

g
ak +=1д .  

Наибольший изгибающий момент от равномерно распреде-
ленной нагрузки q будет в середине стержня (балки): 

 д

2

д 8
kqlM = .  

Наибольшее динамическое напряжение равно 

 
zW

M max
дmax

д =σ .  

Пример 21.2. Рамка ВСDE вращается вокруг оси О−О (рис. 
21.4) с частотой n = 240 оборотов в минуту. Все стержни сталь-
ные, круглые, шарнирно скрепленные. Определить диаметр 
стержней ВС и DE, если R = 100 МПа. 

Эп. Мz

ЕD

Mmax

C

Е

0,
5 
м

0,
5м

ОО

В
а)

l = 1 м
qиб)

в)

ω

 
Рис. 21.4 

Угловая скорость вращения 

 π=
⋅π

=
π

=ω 8
30
240

60
2 n .  

Ускорение равно: 
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 ( ) 222 325,08 π=⋅π=ω= ra  м/с2.  

Вес стержня DE равен: 

 1
4

2

⋅
π

γ=γ=
DAlG ,  

где γ = 78 кН/м3  удельный вес стали. 
Интенсивность распределенной инерционной нагрузки 

 =
π

γ=
π

⋅
π

γ==
g
D

g
Da

gl
Gq

2322

и
832

14
  

 2
233

1970
81,9

14,381078 DD
=

⋅⋅⋅⋅
= .  

Так как распределенная нагрузка от собственного веса 
иqq << , то максимальный изгибающий момент в балке DE опре-

деляем только от инерционной нагрузки: 

 
2 2 2

2è
max

1970 1 985
8 8 4

q l DM D⋅
= = = .  

Момент сопротивления круглого сечения 

 
32

3DWz
π

= .  

Из условия прочности R
W

M

z
≤=σ max

max  определим 

 см 5,2м 025,0
1010014,34

1098532
4

98532
6

3

==
⋅⋅⋅

⋅⋅
=

π
⋅

≥
R

D .  

Указание. Изучив данную тему, можно решать задачи № 11 и 
12 контрольной работы. 

21.2. Расчеты на прочность при колебаниях 
Колебания представляют собой процесс периодического от-

клонения упругой системы от положения статического равнове-
сия (ПСР). 
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Колебания называют свободными, если они возникли от одно-
кратного воздействия силового импульса. Амплитуды свободных 
колебаний при наличии сил сопротивления движению колеблю-
щейся массы (сопротивление среды, внутреннее трение и т.д.) по-
степенно уменьшаются  идет процесс затухания колебаний. 
Если на систему действует возмущающая сила, периодически 

изменяющаяся, то возникают вынужденные колебания. Решение 
простейших задач на колебания в сопротивлении материалов 
обычно ведется приближенно с заменой всей системы распреде-
ленных и сосредоточенных масс одной массой, приложенной в 
некоторой точке. Такое упрощение называют приведением за-
данной системы к системе с одной степенью свободы. 

Свободные колебания системы 

Рассмотрим свободные вертикальные колебания груза Q, под-
вешенного на пружине, масса которой мала по сравнению с мас-
сой груза (рис. 21.5, а). 

В произвольный момент времени t отклонение груза от поло-
жения статического равновесия будет х, скорость v и ускорение 
а. На систему действуют силы: Q  вес груза; направленная 

вверх сила инерции a
g
QmaP ==и ; ( )tSQ +   восстанавливаю-

щая сила, стремящаяся вернуть груз в положение статического 
равновесия. Для изображенного положения груза (рис. 21.5, б) 
восстанавливающая сила направлена вверх. 

Сила упругого сопротивления пружины S (t) пропорциональ-
на удлинению пружины х: 
 ( ) CxtS = ,  (21.10) 

где С  жесткость пружины, которая равна силе, необходимой 
для создания единичного удлинения пружины (Н/м). 
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У
пр
уг
ое

   
т
ел
о

Положение
статического
равновесия
  (ПСР)

Q

A

x

Pи

Q+S(t)

Q

Положение в 
момент времени (t)

Х - путь

Время

а)

б)

скорость
dt
dxv −=

ускорение
dt

xda −= 2

2

x -путь

t

 
Рис. 21.5 

Запишем сумму проекций всех сил на вертикальную ось (по-
ложительное направление — вниз): 
 ( ) 0и =+−−− QPtSQ  или ( ) 0и =+ PtS .  

Заменив S (t) и Pи их значениями по (21.1) и (21.10), получим 

 02

2

=+ Cx
dt

xd
g
Q .  (21.11) 

Разделим все члены уравнения на Q/g и, приняв 

 2ω==
m
C

Q
Cg ,  (21.12) 

запишем дифференциальное уравнение собственных колебаний 
системы: 

 02
2

2

=ω+ x
dt

xd ,  (21.13) 

где ω  круговая частота или частота свободных или собствен-
ных колебаний. 

Решение уравнения (21.13) имеет вид: 
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 tBtAx ω+ω= cossin .  (21.14) 
Пусть отсчет времени t ведется от момента прохождения гру-

зом положения статического равновесия. Тогда имеем первое 
условие: при 0=t  0=x , откуда 0=B  и, следовательно, 
 tAx ω= sin .  (21.15) 

Если период колебаний Т, то 
 ( )TtAtA +ω=ω sinsin .  

Отсюда следует, что 

 ( ) π=ω−+ω 2tTt  или 
ω
π

=
2T .  

Так как период колебаний Т есть время одного полного цикла 

колебаний, то обратная ему величина 
π

ω
=

2
1
T

 есть число колеба-

ний в единицу времени (1 с). Отсюда следует, что ω представляет 
собой число колебаний за 2π секунд. 

Если разделить вес Q на жесткость пружины С, то получим 
величину деформации пружины или перемещение груза при ста-
тическом приложении силы Q: 

 
C
Q

=∆ст .  (21.16) 

Тогда из (21.12) получим частоту собственных колебаний 

 
ст∆

=ω
g .  (21.17) 

Из формул (21.16) и (21.17) видно, что частота свободных 
колебаний ω будет тем больше, чем больше жесткость пружи-
ны и меньше колеблющаяся масса Q. 

Вынужденные колебания систем 

Рассмотрим линейно деформируемую балку с закрепленным 
на ней грузом, находящуюся под действием периодически изме-
няющейся нагрузки  возмущающей силы. 
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Рассмотрим консольную балку с установленным на ней дви-
гателем весом Q (рис. 21.6, а). Прогиб балки от статического 
приложения Q равен ∆Q. 

∆Q

ПСР
А
А

2
3

1
m P0sinϕ

P0cosϕ

ϕ

P0

а) б)

 
Рис. 21.6 

На балку действует периодически изменяющаяся сила Р (t), 
возникающая от вращения некоторой неуравновешенной массы 
m (центр тяжести которой не совпадает с осью вращающегося 
вала двигателя). Разложим возникающую центробежную силу 
Р0 на две составляющие силы: ϕsin0P  и ϕcos0P  (рис. 21.6, б), 
переменные во времени. Первая из них вызывает вынужденные 
колебания балки в вертикальном направлении (прогибы балки), а 
вторая  в горизонтальном направлении и сопровождается де-
формацией растяжения или сжатия. Обычно в балках горизон-
тальные деформации значительно меньше вертикальных ( uv >> , 
см. тему 12), поэтому влиянием горизонтальной составляющей 

ϕcos0P  можно пренебречь. Итак, считаем, что балка находится 
под действием только вертикальной возмущающей силы: 
 ( ) tPPtP Θ=ϕ= sinsin 00 ,  (21.18) 

где Θ   угловая скорость вращения вала двигателя или частота 
вынужденных колебаний, 

 
30

nπ
=Θ ,  (21.19) 

где n  число оборотов двигателя в минуту. 
Рассмотрим вынужденные колебания некоторой массы (рис. 

21.7). В общем случае к массе приложены силы: Pи  сила инер-
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ции; S (t)  сила упругого сопротивления системы; R (t)  сила 
сопротивления среды и возмущающая сила  P (t). 

Запишем уравнение равновесия ( )0=∑ X : 

 ( ) ( ) ( ) 0и =−−− tStRPtP .  (21.20) 

Силу R (t) принимают пропорциональной ско-
рости движения массы: 

 ( )
dt
dxtR α= ,  (21.21) 

где α  коэффициент пропорциональности. 
После подстановки выражений (21.1), (21.10), 

(21.18) и (21.21) в (21.20) получим дифференци-
альное уравнение равновесия в виде: 

 tPCx
dt
dx

dt
xdm Θ=+α+ sin02

2

.  (21.22) 

Обозначив nm 2/ =α ; 2/ ω=mC , получим 

 t
Q

gPx
dt
dxn

dt
xd

Θ=ω++ sin2 02
2

2

,  (21.23) 

где n  коэффициент затухания колебаний; mgQ =/   масса. 
После преобразования уравнения (21.23) получим формулу 

для определения амплитуды вынужденных колебаний: 

 
( )

0 0
222 2 2 2

1

4

P g P g
A

Q Qn
= = β

ωω − Θ + Θ
,  (21.24) 

где β  коэффициент нарастания колебаний, 

 

2

22
2

2

2 41

1

ω
Θ

+










ω
Θ

−

=β
n

.  (21.25) 

При отсутствии сил сопротивления среды (n = 0) 

Х

Р(t)

S(t)
R(t)

Pи

ПСР

х

 
Рис. 21.7 
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2

2

1

1

ω
Θ

−

=β .  (21.26) 

Подставив в (21.24) выражения (21.17) и (21.16), получим 

 β∆=β=
0

0
PC

PA ,  (21.27) 

где 
0P∆   перемещение колеблющейся точки от статического 

приложения наибольшего значения возмущающей силы Р0. 
Очевидно, что наибольшие усилия и напряжения возникают в 

балке тогда, когда ось балки (рис. 21.6, а) наиболее удалена от ис-
ходного прямолинейного ее очертания, т.е. когда ось балки совпа-
дает с линией 3. Тогда полное динамическое перемещение 

 дд 1 kAA Q
Q

QQ ∆=










∆
+∆=+∆=∆ ,  (21.28) 

где Q∆   перемещение массы или прогиб балки от статического 
приложения веса Q. 

Учитывая (21.27) и (21.28), определим динамический коэф-
фициент 

 β+=β
∆

∆
+=

∆
+=

∆
∆

=
Q
PAk

Q

P

QQ

0д
д 111 0 .  (21.29) 

Последнее равенство справедливо для линейно деформируе-
мых систем при действии сил Р0 и Q, приложенных в одной точ-
ке и направленных вдоль одной линии. 

Как видно из формулы (21.29), при заданных значениях сил 
Р0 и Q динамический коэффициент зависит от коэффициента на-
растания колебаний β. Проанализируем влияние на величину β 
параметров колебательного процесса: 

1) при отсутствии сил сопротивления β зависит лишь от соот-
ношения частот Θ /ω. Эта зависимость графически представлена 
верхней кривой на рис. 21.8. Как видно из (21.26), при 1/ →ωΘ  
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имеет место явление резонанса, связанное с ростом амплитуды 
колебаний, динамического коэффициента kд и, как следствие, с 
возможным нарушением целостности конструкции; 

n1 = 0

n2 > n1

n3 > n2

n4 > n3

1 θ/ω

β

 
Рис. 21.8 

2) при наличии сил сопротивления зависимость (21.25) гра-
фически выражается на рис. 21.8 семейством кривых для различ-
ных коэффициентов n. Если ω=Θ , то n2/ω=β . Следовательно, 
при резонансе величины β, А и kд хотя и не возрастают до беско-
нечности, но могут достигать больших значений. 

Из сказанного следует, что для обеспечения прочности конст-
рукции, подверженной действию возмущающей силы, необхо-
димо добиваться достаточного различия частоты возмущающей 
силы Θ и частоты свободных колебаний ω. Частота Θ обычно 
задается заранее, поэтому для выполнения указанного требова-
ния стремятся запроектировать конструкцию так, чтобы ее час-
тота свободных колебаний ω, определяемая по формуле (21.17), 
отличалась от Θ  не менее чем на 25 %. 
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Пример 21.3. На балке проле-
том l = 4 м установлен двигатель 
(рис. 21.9, а) весом Q = 35 кН, 
совершающий 550 об/мин. От 
неуравновешенной массы возни-
кает центробежная сила Р0 = 6 кН. 
Сечение балки  двутавр 33 
(Jz = 9840 см4, Wz = 597 см3). 
Пренебрегая весом балки и си-
лами сопротивления, определить 
амплитуду вынужденных коле-
баний и наибольшие динамические напряжения в балке. 

Р еш е н и е .  
Находим максимальные прогибы балки от статистического 

приложения сил Q и Р0 (рис. 21.9, б): 

 3
865

333

ст 1037,2
1098401010248

41035
48

−
− ⋅=

⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅

==∆=∆
EJ

Ql
Q  м;  

 3
865

333
0 10406,0

1098401010248
4106

480

−
− ⋅=

⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅

==∆
EJ
lP

P  м.  

Частоту собственных колебаний найдем по (21.17): 

 1
3 с 3,64

1037,2
81,9 −

− =
⋅

=
∆

=ω
Q

g .  

Частота вынужденных колебаний 

 1с 6,57
30

55014,3
30

−=
⋅

=
π

=Θ
n .  

Амплитуду вынужденных колебаний находим по формуле 
(21.27) 

 м1005,2

3,64
6,571

110406,0
1

1 3

2

2
3

2

200

−− ⋅=
−

⋅=

ω
Θ

−
∆=β∆= PPA .  

Динамический коэффициент 

2 м 2 м

Q = 35 кН

∆Q

A

а)

б)

 
Рис. 21.9 
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 865,1865,01
1037,2
1005,211 3

3

д =+=
⋅
⋅

+=
∆

+= −

−

Q

Ak .  

Нормальные напряжения в балке от веса двигателя при его 
статическом действии 

 МПа 6,58
105974

41035
4 6

3
max

ст =
⋅⋅

⋅⋅
===σ=σ −

zz
Q W

Ql
W

M .  

Динамическое напряжение в балке: 
 3,109865,16,58дстд =⋅=σ=σ k  МПа.  

В крайних волокнах поперечного сечения балки к постоянным 
напряжениям от веса двигателя σст добавляются периодические 
напряжения от действия инерционных сил при колебаниях 

è 50,7σ =  МПа. Очевидно, что в нижней точке сечения в середине 
пролета напряжения будут изменяться от 3,109max =σ  МПа до 

9,7min =σ  МПа,  а  в  верхней  —  от  σmax = −7,9 МПа  до  σmin = 
= –109,3 МПа. 
Пример 21.4. К грузу Q = 1 кН, закрепленному на конце стержня 

постоянного сечения, длиной l = 1 м и площадью А = 1 см2, 
прикреплен груз  Р = 20 Н,  который вращается с частотой n = 
= 2400 об/мин (рис. 21.10, а). Длина плеча ρ = 8 см, а модуль 
продольной упругости материала стержня Е = 2⋅105 МПа. Опре-
делить амплитуду вынужденных колебаний груза, динамический 
коэффициент, удлинение стержня и максимальное напряжение. 
Массу стержней и силы сопротивления не учитывать. 

Р еш е н и е . 
Линейное перемещение груза Q в направлении колебаний 

равно удлинению стержня ВС: 

 см 005,0м
102
1

101102
1101

4411

3

ст =
⋅

=
⋅⋅⋅
⋅⋅

==∆=∆=∆ −EA
QllBCQ .  
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Q
C

Р = 20 Н

ρ=8 см

l = 1 м

В

а)
PВ = P0sinθt

θt
P0

б)

 
Рис. 21.10 

По формуле (21.17) найдем круговую частоту свободных про-
дольных колебаний: 

 44310281,9 4

ст

≈⋅⋅=
∆

=ω
g  с-1.  

При вращении неуравновешенного груза Р возникает центро-
бежная сила Р0, горизонтальная составляющая которой в направ-
лении колебаний будет возмущающей силой tPP Θ= sin0в  (рис. 
21.10, б). Угловая скорость вращения груза является круговой 
частотой вынужденных колебаний и равна, по (21.19), 

 251
30
2400

30
≈

⋅π
=

π
=Θ

n  с-1.  

Возмущающая сила по формулам (21.1) и (21.6) имеет макси-
мальное значение 

 кН 3,10Н 30010
81,9

10825120 22
2

0 ==
⋅⋅⋅

=ρΘ=
−

g
PP .  

От статического действия силы Р0 в направлении колебаний 
(горизонтальное направление) удлинение стержня ВС составит 

 см 052,0м1052
101102
110300 5

411
0

ст 0
=⋅=

⋅⋅⋅
⋅

==∆=∆ −
−EA

lPlBCP .  

Так как по формуле (21.26) коэффициент нарастания колебаний 



93 

 47,1

443
2511

1

1

1

2

2

2

2
=

−
=

ω
Θ

−

=β ,  

то амплитуда вынужденных колебаний системы по формуле 
(21.27) равна 
 08,047,1052,0

0
=⋅=β∆= PA  см.  

Динамический коэффициент по формуле (21.29) 

 14,1647,1
1

3,1011 0
д =⋅+=β+=

Q
Pk .  

Динамическое удлинение стержня ВС 
 ä ñò ä 0,052 16,14 0,81l k∆ = ∆ = ⋅ =  см,  

а динамическое напряжение 

 МПа 4,161
101
10114,16 4

3

дстдд =
⋅
⋅

⋅==σ=σ −A
Qkk .  

Указание. Изучив данную тему, можно решать задачи № 12 и 
13 контрольной работы. 

21.3. Ударные нагрузки 
Ударом называют процесс взаимодействия двух тел в резуль-

тате их соприкосновения, связанный с резким изменением ско-
ростей за очень малый промежуток времени. 

h

∆ст

Р

Q ∆д

Ри

Р

v=0 (*)

(*)
v=0
Q

Рд

а) б)
Фаза
разгрузки

t

Pд

Pдmax

t1 t2

в)

 
Рис. 21.11 
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Рассмотрим пример. На невесомой пружине укреплен груз Q, по 
которому ударяет груз Р (рис. 21.11, а). Время соударения их очень 
мало, но за это время развиваются большие ударные силы взаимо-
действия, график изменения которых показан на рис. 21.11, в. 

За время t1 грузы совершают перемещение ∆д, равное дефор-
мации пружины, а силы взаимодействия между телами достига-
ют максимального значения Рд. 

Для инженерных расчетов оказывается вполне приемлемой 
техническая теория удара, основанная на законе сохранения 
энергии при следующих допущениях, упрощающих вычисления: 

1) ударяемая система (по которой производится удар) непод-
вижна; 

2) ударяющее тело абсолютно жесткое (не деформируется); 
3) после удара тела Р и Q перемещаются вместе («прилипа-

ют» друг к другу); 
4) напряжения не превышают предела пропорциональности 

(справедлив закон Гука); 
5) потенциальная энергия ударяющего тела без потерь перехо-

дит в потенциальную энергию деформации ударяемой системы; 
6) жесткость ударяемой системы считается постоянной неза-

висимо от способа нагружения. Другими словами, имеет место 
следующее равенство: 

 
стд

д

∆
=

∆
=

PP
C .  (21.30) 

На рис. 21.11, б показано положение тел в момент, когда уда-
ряемая система деформирована в наибольшей степени (пружина 
сжата). В этот момент скорость движения тел 0=v , а в следую-
щий момент начнется движение тел в обратном направлении  
фаза разгрузки. 

В соответствии с принципом Даламбера запишем уравнение 
равновесия 

 дд 1 Pk
g
aPa

g
PPP =








+=+= ,  (21.31) 

где Рд  сила противодействия сжатой пружины. 
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Однако в данном случае ускорение а неизвестно, поэтому ди-
намический коэффициент kд будем определять, воспользовав-
шись законом сохранения энергии (см. выше допущение 5). 

Составим уравнение баланса полной энергии системы, рас-
смотрев два положения груза, отмеченные на рис. 21.11 звездоч-
ками (*): 

1) ударяющий груз Р поднят на высоту h и начинает падение. 
Полная энергия равна потенциальной энергии ударяющего тела: 
 ( )д1 ∆+= hPA ;  (21.32) 

2) ударяющее тело в нижнем положении. В этом случае пол-
ная энергия равна потенциальной энергии упругих деформаций 
ударяемой системы (пружины): 

 дд2 2
1

∆⋅= PA .  (21.33) 

В обоих случаях кинетическая энергия равна нулю, так 
как скорость 0=v . 

Уравнение баланса энергии 

 ( ) ддд 2
1

∆=∆+ PhP .  (21.34) 

Из формулы (21.30) выразим 

 
ст

д
д ∆

∆
= PP   (21.35) 

и, подставив Рд в уравнение (21.34), получим 

 022 стстд
2
д =∆−∆∆−∆ h .  (21.36) 

Решая это квадратное уравнение, получим 

 дст
ст

стд
211 kh

∆=










∆
++∆=∆ .  (21.37) 

В этой формуле перед корнем взят знак «плюс», так как kд не 
может быть отрицательным при ударе, 
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ст

д
211
∆

++=
hk ,  (21.38) 

где ∆ст  перемещение точки, по которой производится удар, от 
статического действия силы Р. 

Представим формулу (21.38) в другом виде. Так как падение с 
высоты h производится без начальной скорости, то скорость па-
дения ударяющего тела в момент соприкосновения с ударяемым 
телом 

 ghv 2= , отсюда 
g
vh

2

2 = ,  

а динамический коэффициент 

 
Pg

Cv
g
vhk

2

ст

2

ст
д 1111211 +=

∆
++=

∆
++= ,  (21.39) 

где С  жесткость системы, которая равна величине нагрузки, 
вызывающей единичную деформацию (кН/м). 

Учет массы ударяемой системы 

Вывод формулы динамического коэффициента (21.38) сделан 
без учета массы груза Q. Запишем без вывода kд с учетом массы 
ударяемой системы: 

 η
∆

++=
∆
∆

=
стст

д
д

211 hk ,  (21.40) 

где η  коэффициент, учитывающий массы ударяющего и уда-
ряемого грузов, 

 

M
m

P
QQP

P

+
=

+
=

+
=η

1

1

1

1 .  (21.41) 
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Рис. 21.12 

Очевидно, что чем больше масса системы, по которой произ-
водится удар, тем меньше динамический коэффициент. На рис. 

21.12 приведена зависимость kд от соотношения масс 





 =

P
Q

M
m  

и относительной высоты падения груза 







∆ст

h . 

Если ударяемая система не имеет в точке удара сосредото-
ченной массы m, то ее роль в какой-то мере выполняет распреде-
ленная масса стержня. 

Рассмотрим удар груза Р по концу консольной балки, имею-
щей массу m, распределенную по длине балки (рис. 21.13, а). Для 
приближенного решения задачи заменим стержень с распреде-
ленной массой невесомым стержнем с одной сосредоточенной 
приведенной массой в точке удара (рис. 21.13, б): 
 kmlM =прив ,  (21.42) 

где ml  общая масса ударяемого стержня; k  коэффициент 
приведения массы к точке соударения, который определяют из 
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условия равенства кинетической энергии распределенной и при-
веденной к точке соударения масс стержня. 

1

m
l

h

P

P

Мприв.

а)

б)
h

 
Рис. 21.13 

Запишем без вывода коэффициенты приведения массы 
стержня к точке удара: 

а) консольная балка (рис. 21.13): 

 236,0
140
33

==k ;  

б) балка на двух опорах (рис. 21.14, а): 

 5,0
35
17

≈=k :  

в) прямолинейная стойка (рис. 21.14, б): 

 33,0
3
1

==k .  

Неучет массы ударяемой системы дает завышенное значе-
ние kд, т.е. расчет повышает запас прочности конструкции. 
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Частные случаи 

1. Вертикальный продольный удар (рис. 21.14, б). Динамиче-
ский коэффициент без учета массы ударяемой системы 

 
ст

д
211
∆

++=
hk ,  (21.43) 

где 
EA
Pll =∆=∆ст   продольная деформация. 

Q = Q0kh

Pа)

h

P

Q = kQ0

б)

 
Рис. 21.14 

2. Вертикальный поперечный удар (рис. 21.14, а). Динамиче-
ский коэффициент вычисляют по формуле (21.43), где ∆ст  пе-
ремещение точки, по которой производится удар или прогиб 
балки (методы определения прогибов см. темы 12 и 13). 

3. Горизонтальный продоль-
ный удар. Тело движется со ско-
ростью v по горизонтали (рис. 
21.15) и ударяет по упругому 
препятствию: 

gP
Cv

g
vk =
∆

=
ст

2

д , (21.44) 

где ∆ст определяется как пере-
мещение точки соударения от 
условной силы, ориентированной в направлении удара, т.е.  гори-
зонтально, и равной весу ударяющего тела Р. 

v = 0

v

P

∆д

 
Рис. 21.15 



100 

Выводы 

1. Наименьшее значение kд соответствует падению ударяюще-
го тела с высоты h = 0. Такое нагружение называют внезапным 
приложением нагрузки. В этом случае из формулы (21.43) полу-
чим kд = 2, т.е. при внезапном приложении нагрузки все характе-
ристики напряженно-деформированного состояния в два раза 
превышают соответствующие значения, вычисленные при стати-
ческом нагружении. 

2. Динамический коэффициент при ударе (21.43) тем больше, 
чем менее податлива (т.е. жестче) ударяемая система. 

3. Учет массы ударяемого тела приводит к снижению дина-
мического коэффициента. 

4. Чтобы уменьшить величину динамического коэффициента, 
следует увеличить ∆ст путем установки дополнительных пружин, 
рессор, резиновых прокладок и прочее. 
Пример 21.5. Груженый вагон весом Q = 600 кН, идущий со 

скоростью 0,2 м/с, ударяется о тупиковое ограждение (рис. 
21.15). Сжатие двух буферных пружин (осадка пружины) от си-
лы Р = 10 кН равно λ = 1 см, следовательно, жесткость пружин 

 
м
кН100

cм
кН10 ==

λ
=

PC .  

Определить силу удара, действующую на тупиковое ограждение. 
Р еш е н и е . 
При горизонтальном ударе динамический коэффициент вы-

числяют по формуле (21.44): 
gP
Cvk =д . Определим динамиче-

скую силу 

 49
81,9
10006002,0

2

дд =
⋅

====
g

PCv
gP

CvPPkP  кН.  

Пример 21.6. Определить, с какой высоты h можно свободно 
сбрасывать груз Р = 15 кН (рис. 21.16) по направляющему 
стержню, имеющему на конце ограничитель, чтобы наибольшие 
динамические напряжения не превзошли R = 120 МПа. 
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Дано: l = 4 м; d = 4 см; Е = 2⋅105 МПа. Как изменится высота 
падения h, если для смягчения удара в нижней части стержня 
поставить пружину с коэффициентом осадки α = 0,625⋅10-3 м/кН. 

d = 4 см

h
l  =

 4
 м

d = 4 см

h

а) б)

Р

Р

 
Рис. 21.16 

Р еш е н и е . 
Определим предельно допустимый динамический коэффициент: 

 
ст

д
д σ

σ
=k ,  

где 120д ==σ R  МПа, а ( ) МПа 12
10414,3

101544
22

3

2ст =
⋅

⋅⋅
=

π
==σ

−d
P

A
P . 

Тогда 10д =k . 
По формуле (21.43): 

 10211
ст

д =
∆

++=
hk ,  

откуда 
  ст40∆=h .  
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Эта зависимость между h и ∆ст справедлива при ударе с пру-
жиной и без нее. 

Удар без пружины: 

 ( )
2

2211

3

ст 1024,0
10414,3102

441015 −

−
⋅=

⋅⋅⋅

⋅⋅⋅
==∆=∆

EA
Pll  м,  

следовательно, 

  см 96,0м106,91024,040 33 =⋅=⋅⋅= −−h .  
Удар с пружиной: 

 3333
ст 106,910625,0151024,01024,0 −−−− ⋅=⋅⋅+⋅=α+⋅=∆ P  м,  

тогда 

  см 4,38м10384106,94040 23
ст =⋅=⋅⋅=∆= −−h .  

Как видно, наличие пружины позволило увеличить высоту 
подъема груза в 40 раз. 
Пример 21.7. Проверить прочность двутавровой балки, вос-

принимающей удар грузом Р = 5 кН, падающим на конец консо-
ли с высоты h = 4 см. Расчет произвести в двух случаях: 1) обе 
опоры жесткие (рис. 21.17, а); 2) левая опора жесткая, правая  
заменена пружиной (рис. 21.17, б). 

Дано: сечение балки  двутавр 24, 3460=zJ  см4, 289=zW  см3, 
радиус пружины R = 5 см, радиус проволоки для пружины r = 1 см; 
число витков пружины n = 10, Е = 2⋅105 МПа; G = 8⋅104 МПа. 

Р еш е н и е . 
Максимальное динамическое напряжение будет в наиболее 

нагруженном сечении, т.е. в сечении над опорой В: 
 дстд kσ=σ ,  

где 
ст

д
211
∆

++=
hk . 

Здесь ∆cт  прогиб балки в точке С от статического приложения 
груза Р в этой точке. Прогиб можно найти любым методом (см. те-



103 

мы 12 и 13). Опорные реакции: А = 2,5 кН; В = 7,5 кН. Опуская вы-
числения, запишем величину прогиба в точке С: 
  58,0ст =v  см.  

А = 2,5 кН

В = 7,5 кН

h 
= 

4 
см

vст

Р = 5 кН

В С

2 м4 м

А

h 
= 

4 
см

v с
т

Р 

В СА

λ

1,
5λ

∆
ст

Эп. М, кН.м

10в)

б)

а)

 
Рис. 21.17 

При замене правой опоры пружиной статический прогиб в 
точке С будет равен 
 стст 5,1 v+λ=∆ ,  

где λ  осадка пружины на опоре В от статического сжатия ее 
силой В = 7,5 кН, которую можно определить по формуле 
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 ( )
( ) см 7,4м107,4

10110108

10105105,744 2
4264

323

4

3

=⋅=
⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅
==λ −

−

−

Gr
nBR .  

В этом случае 
 63,758,07,45,1ст =+⋅=∆  см.  

Динамический коэффициент будет равен: 
опора без пружины 

 85,4
1058,0
104211 2

2

д,1 =
⋅
⋅⋅

++= −

−

k ;  

опора с пружиной 

 43,2
1063,7
104211 2

2

2д, =
⋅
⋅⋅

++= −

−

k .  

Наибольшие нормальные напряжения в сечении балки над 
опорой В 

 д
max

д
max
стmax k

W
Mk

z
=σ=σ .  

Вычислим динамические напряжения: 
при жестких опорах 

 МПа 8,16785,4
10289
1010

6

3

д,1 =⋅
⋅
⋅

=σ − ;  

при установке на опоре В пружины 
 842,д =σ  МПа.  

Из решения видно, что постановка пружины на опоре в усло-
виях рассмотренной задачи снижает динамические напряжения в 
два раза. 
Указание. Изучив данную тему, можно решать задачу № 14 

контрольной работы. 
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ТЕМА 22 

РАСЧЕТЫ НА ПРОЧНОСТЬ 
ПРИ ЦИКЛИЧЕСКИХ НАПРЯЖЕНИЯХ 

22.1. Понятие об усталости материалов 
Многие элементы конструкций, машин и технических устройств 

испытывают воздействие нагрузок, циклически меняющихся во 
времени. Например, железнодорожные рельсы и элементы мостов 
при прохождении поездов, оси колесных пар вагонов и все объекты 
транспорта (самолеты, поезда, автомобили, суда и т.д.) испытывают 
воздействие переменных во времени напряжений. 

При действии переменных напряжений в опасных точках попе-
речного сечения элементов конструкций появляются микротрещи-
ны, которые затем объединяются в макротрещины. С течением 
времени макротрещины растут, а площадь поперечного сечения 
элемента конструкции уменьшается и происходит его разрушение. 

Рассмотрим пример (рис. 22.1, а). Возьмем вращающийся вал 
со шкивом весом Q. При повороте вала точка К в сечении m−n 
будет менять свое положение (1, 2, 3 и 4), попадая то в сжатую, 
то в растянутую зону (рис. 22.1, б). 

Напряжения в точке К определяются по формуле 

 tr
J
Qay

J
M

к
z

к ω==σ sin
н.о.н.о.

  (22.1) 

и изменяются по синусоиде (рис. 22.1, в). 
Многократное возникновение таких быстроменяющихся на-

пряжений приводит к появлению усталостных трещин и излому 
деталей часто при напряжениях, меньше расчетных. Явление по-
тери прочности, связанное с действием переменных напряжений, 
называют «усталостью» материала. 

В настоящее время под «усталостью» понимают процесс по-
степенного накопления повреждений материала при действии пе-
ременных напряжений. Свойство материала противостоять «ус-
талости» называют выносливостью. Наибольшее напряжение, 
при котором материал может работать неограниченно долго, 
называют пределом выносливости. 
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m

n

K

a
Q

Эп. Мz

Мкр

1

2

3

4

Мкр

ϕ
r

y = rsinωt

а) б)

σmax

1

2

3
1

σ

t

Т

σmin

в)

4
 

Рис. 22.1 

22.2. Характеристики цикла напряжений 
Время, за которое вал делает один оборот, называют перио-

дом Т. Изменение напряжений за один период называют циклом 
напряжений. 

Усталостная долговечность элемента конструкции определя-
ется числом циклов, которое он выдерживает до разрушения при 
заданных σmax и σmin. 

Любой цикл напряжений характеризуется двумя параметрами: 

 
2

minmax σ+σ
=σm  и 

2
minmax σ−σ

=σa ,  (22.2) 
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где σm  среднее напряжение цикла; σа  амплитудные напря-
жения или амплитуда цикла. 

Отношение напряжений 

 
max

min

σ
σ

=r   (22.3) 

называют коэффициентом асимметрии цикла. 
Различают следующие циклы напряжений: 
а) симметричный (рис. 22.1, в). Для него minmax σ−=σ , 

0=σm , maxσ=σa , 1−=r , а предел выносливости симметрично-
го цикла обозначают σ–1; 

б) асимметричный (рис. 22.2, а)  знакопостоянный или зна-
копеременный; 

в) отнулевой или пульсирующий (рис. 22.2, б). Для него σmax 

или 0min =σ ; 
2
maxσ

=σ=σ am ; 0=r , а предел выносливости − σ0; 

г) постоянный цикл (рис. 22.2, в)  это статическое нагруже-
ние. В данном случае minmax σ=σ , maxσ=σm , 0=σa , 1=r , а 
предел выносливости — σ1. 

σ

σ m
ax

σmin

t

σ

σ m
ax

tOO

а) б)

σ

σ m
ax

tO

)

 
Рис. 22.2 
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Предел выносливости имеет наименьшее значение для сим-
метричного цикла, а наибольшее — для постоянного (статиче-
ского нагружения), т.е. из всех циклов симметричный цикл явля-
ется наиболее опасным по усталости. 

Для определения предела выносливости проводят специаль-
ные испытания на «усталость» и строят кривую усталости или 
кривую Велера (рис. 22.3). Ординаты кривой усталости есть зна-
чения максимальных напряжений цикла, а абсцисса  число 
циклов N, которое выдерживает образец до разрушения. 

N1
N3

σr

σmax
1

2

3
4

5
6 7 8

N
 

Рис. 22.3 

Многочисленными испытаниями установлены следующие при-
ближенные соотношения между пределами выносливости при 
симметричном цикле в случае изгиба (σ-1), осевого растяжения-
сжатия P1−σ , кручения 1−τ  и пределом прочности материала вσ : 

 в1 βσ=σ− .  (22.4) 

Для стали: 
 ( )1 â0,4...0,6−σ ≈ σ ; ( ) ( )1 1 â0,7...0,8 0,28...0,48P− −σ ≈ σ = σ ;  

 ( ) ( )1 1 â0,4...0,7 0,16...0,42− −τ ≈ σ ≈ σ ;  
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для чугуна: 
  ( )1 â0, 4...0,5−σ ≈ σ ; ( ) ( )1 1 â0,7...0,9 0, 28...0, 45− −τ ≈ σ = σ ;  

для цветных металлов: 
  ( )1 â0,25...0,5−σ ≈ σ .  

22.3. Диаграмма предельных амплитуд 
Чтобы иметь возможность проводить расчеты на усталостную 

прочность (или долговечность), для каждого материала строят 
диаграмму предельных амплитуд (рис. 22.4). Эта диаграмма 
строится в координатах σm (среднее напряжение цикла) и σа (ам-
плитуда цикла). Для построения такой диаграммы надо провести 
большой объем испытаний «на усталость». 

В современной расчетной прак-
тике наиболее часто используют 
диаграмму Серенсена–Кинасошвили 
(рис. 22.5), построенную по трем 
точкам: А, В и С. Точка А соответ-
ствует пределу выносливости сим-
метричного цикла 1−σ ; точка В 
соответствует параметрам отнуле-
вого или пульсирующего цикла: 

2
0σ

=σ=σ ma ; 

точка С соответствует предельному напряжению для материала, 
полученному при статическом растяжении образцов. Для пла-
стичных материалов предельное значение равно пределу текуче-
сти: тпред σ=σ , а для хрупких материалов — пределу прочности: 

впред σ=σ . Из точки С проводят луч под углом 450 и получают 
точку D. При пользовании данной диаграммой надо иметь в ви-
ду, что если прямая ON пересекается для заданного цикла с пря-
мой AD, то опасно разрушение по усталости, а если с прямой 
DC, то опасна потеря прочности. 

σ−1

σm

A

B

C

σmσ1= σт(σв)

σа

σa

 
Рис. 22.4 
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Циклы, у которых коэффициенты асимметрии одинаковы, 
называют подобными циклами. Они будут характеризоваться 
точками, расположенными на прямой ON, угол наклона которой 
определяется формулой 

 
r
r

m

a

+
−

=
σ
σ

=α
1
1tg .  (22.5) 

Иногда tgα называют определителем цикла. При этом цикл, изо-
бражаемый точкой N (рис. 22.5), для заданного коэффициента 
асимметрии является предельным, а его максимальное напряжение 
 am σ′+σ′=σ′max   

и предел выносливости равен 
 maxσ′=σr .  (22.6) 

σ-1 σ'a

σa

O σm

σ'm
σ0/2

σт (σв)

σm

С450α

А
N

B
D

M σ0/2

σa

 
Рис. 22.5 

Аналогично для заданного подобного цикла (точка M) макси-
мальное напряжение равно: 
 am σ+σ=σmax .  

Тогда для заданного цикла можно определить коэффициент 
запаса: 
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 1
max

max >
σ
σ′

==
OM
ONn .  (22.7) 

22.4. Факторы, влияющие на усталостную прочность 
На величину предела выносливости влияют многие факторы. 

Рассмотрим наиболее важные из них, которые обычно учитыва-
ют при оценке усталостной прочности. 
Концентрация напряжений. В местах изменения размеров 

поперечных сечений (отверстия, канавки, выкружки (рис. 22.6)) 
наблюдается концентрация напряжений, под которой понимает-
ся местное повышение величины напряжений. 

σн

М М
d

σпик

b

N
σ

σ

N

σн
σпик

P

P

σн
σпик

P

P

 
Рис. 22.6 

Отношение пиковых напряжений около концентратора σпик к 
средним нормальным напряжениям σн в поперечном сечении М–М 
называют теоретическим коэффициентом концентрации напря-
жений: 

 
н

пик
т σ

σ
=K .  

Здесь (рис. 22.6, а) 

 
н

н A
N

=σ ,  

где 
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 ( )dbhAA −== неттон ,  

здесь h — толщина пластины. 
Графики теоретических коэффициентов концентрации на-

пряжений приведены в приложении (рис. П 4.1 – П 4.4). 
Если провести испытания на усталостную прочность двух 

партий образцов, одна из которых не имеет концентраторов на-
пряжений, а другая — с концентраторами, то отношение предела 
выносливости σr первой партии к пределу выносливости образ-
цов с концентраторами к

rσ  определит эффективный или дейст-
вительный коэффициент концентрации напряжений: 

 к
r

r
эK

σ
σ

= .  (22.8) 

Графики эффективных коэффициентов концентрации напря-
жений приведены в прил. 5 (рис. П 5.1 – П 5.5). 

Так как испытания на усталостную прочность трудоемки и 
длительны, то часто определяют Кэ по формуле 
 ( )11 тэ −+= KqK ,  (22.9) 

где q — коэффициент чувствительности материала к концентра-
ции напряжений (рис. П 6.1). 

Коэффициент чувствительности для материалов: 
1) для высокопрочных сталей q = 1; 
2) для обычных сталей 0,6...0,8q = ; 
3) для чугуна, бетона q = 0, т.е. они не чувствительны к кон-

центрации напряжений. 
Концентраторы напряжений являются местом зарождения ус-

талостных трещин и сильно снижают усталостную прочность 
конструкций. 

При неответственных расчетах и отсутствии данных о вели-
чинах Кт эффективный коэффициент концентрации напряжений 
Кэ можно определить приближенно по следующим эмпириче-
ским соотношениям: 

а) при отсутствии острых концентраторов напряжений для де-
талей с чисто обработанной поверхностью 
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1100

4002,02,1 в
э

−σ
+=K ;  (22.10) 

б) при наличии острых концентраторов напряжений 

 
1100

4005,15,1 в
э

−σ
+=K .  (22.11) 

В приведенных соотношениях предел прочности σв выражен 
в МПа. При использовании соотношений (22.10) и (22.11) не 
следует дополнительно учитывать влияния качества поверхности 
детали. 
Чистота обработки детали. Следы обработки поверхности 

детали в виде царапин, надрезов и т.п. являются своеобразными 
концентраторами напряжений и могут служить очагами, из кото-
рых начинают расти усталостные трещины. 

Следовательно, при повышении качества обработки поверх-
ности детали предел выносливости повышается. 
Масштабный фактор. Многочисленными экспериментами 

установлено, что размеры детали существенно влияют на вели-
чину предела выносливости. С увеличением размеров детали 
предел выносливости уменьшается. Так, например, предел вы-
носливости для стали, идущей на изготовление вагонных осей, 
определенный на образцах диаметром d = 7,5 мм, равен 
250 МПа. В действительности предел выносливости вагонной 
оси диаметром D = 170 мм составляет 120 МПа, что в 2 раза 
меньше лабораторных результатов. Это явление объясняется 
тем, что в большем объеме увеличивается вероятность появле-
ния дефектов обработки детали, структуры материала и ухудше-
ния его качества. 
Влияние размеров детали на предел выносливости материала 

учитывается масштабным коэффициентом, который равен от-
ношению предела выносливости детали σ−1д (большего размера), 
к пределу выносливости σ−1, определенному при испытании 
стандартных образцов диаметром 7 мм, 

 
1

д1
м

−

−

σ
σ

=γ .  (22.13) 
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Графики масштабных коэффициентов для сталей приведены 
на рис. П 6.2. 
Коэффициент качества поверхности γп есть отношение пре-

дела выносливости, определенного при испытаниях образцов с 
заданным состоянием поверхности детали σ-1д, к пределу вынос-
ливости σ-1, определенному при испытаниях образцов, обрабо-
танных по требованиям ГОСТ «Испытания на выносливость» (с 
полированной поверхностью): 

 
1

д1
п

−

−

σ
σ

=γ .  (22.12) 

Коэффициенты качества поверхности приведены на рис. П 6.3. 
Внешняя среда. Усталостная прочность детали зависит от 

среды, в которой она находится. Коррозионная среда (вода, со-
леная вода, кислоты, пары) резко снижает усталостную проч-
ность. Снижение предела выносливости вследствие коррозии 
более существенно для высокопрочных сталей. Применение за-
щитных покрытий поверхности (окраска, металлизация, азотиро-
вание, цементация, цинкование, закалка токами высокой частоты 
и др.) повышает усталостную прочность. 

Совместное влияние концентрации напряжений, масштабного 
фактора и состояния поверхности оценивается коэффициентом 
К, который принимают согласно формуле 

 
мп

э

γγ
=

KK .  (22.14) 

Каждый из входящих сюда коэффициентов можно определить 
по формулам (22.8) – (22.13). Коэффициент K можно назвать 
общим коэффициентом снижения предела выносливости. 

Таким образом, предел выносливости детали при симметрич-
ном цикле ( )д1−σ  зависит от предела выносливости ( )1−σ  мате-
риала, из которого изготовлена деталь, и коэффициента сниже-
ния предела выносливости. Если опасными являются нормаль-
ные напряжения, то 
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K

1
1д

−
−

σ
=σ .  (22.15) 

При действии касательных напряжений аналогично: 

 
K

1
д1

−
−

τ
=τ ,  (22.16) 

где τ−1  предел выносливости при кручении круглых образцов. 
Для стали τ−1 ≈ 0,6σ−1. 

22.5. Определение коэффициентов запаса 
и допускаемых напряжений 

Многочисленные опыты показывают, что концентрация на-
пряжений, масштабный эффект и состояние поверхности оказы-
вают влияние только на величину предельных амплитуд ( )aσ  и 
практически не влияют на величину средних напряжений ( )mσ . 
Поэтому в расчетной практике принято коэффициент снижения 
предела выносливости К по (22.14) относить только к амплитуд-
ному напряжению. Тогда формулы для определения коэффици-
ентов запаса прочности по усталости будут иметь вид: 

при изгибе 

 
maK

n
σψ+σ

σ
=

σ

−1 ;  (22.17) 

при кручении 

 
maK

n
τψ+τ

τ
=

τ

−1 .  (22.18) 

При растяжении–сжатии следует пользоваться формулой 
(22.17), но вместо σ−1 подставлять в нее предел выносливости 
σ−1р (при симметричном цикле растяжения–сжатия). 

Если для расчета принять диаграмму Серенсена–
Кинасошвили (см. рис. 22.5), то для нормальных напряжений 

 
0

012
σ

σ−σ
=ψ −

σ ;  (22.19) 

аналогично для касательных напряжений 
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0

012
τ

τ−τ
=ψ −

τ .  (22.20) 

Для некоторых сортов стали значения коэффициентов ψσ и ψτ 
приведены в табл. 22.1. 

Таблица 22.1 

Сталь Предел прочности при 
растяжении σв, МПа 

ψσ 
при 

изгибе 

ψσ 
при рас-
тяжении 

ψτ 
при кру-
чении 

370 0,05 0,07 0,03 
450 0,07 0,08 0,03 
550 0,08 0,09 0,04 
650 0,10 0,11 0,04 

Углеродистая 

750 0,12 0,14 0,05 
830 0,15 0,16 0,06 
980 0,17 0,19 0,07 
1150 0,22 0,24 0,10 Легированная 

1200 0,22 0,25 0,12 

В большинстве случаев расчеты на усталость выполняются 
как проверочные. Однако в некоторых случаях возможен про-
ектный расчет на усталостную прочность по допускаемому на-
пряжению [ ]rσ , соответствующему заданному коэффициенту 
асимметрии цикла (rσ или rτ). 

Полагая в формуле (22.17) 

  [ ]n
n
n

=
0

, [ ]a
a

n
σ=

σ

0
, [ ]m

m

n
σ=

σ

0
,  

где n0  общий коэффициент запаса прочности детали, опреде-
лим допускаемый коэффициент запаса по усталости: 

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ]

=









σ
σ

ψ+σ

σ
=

σψ+σ
σ

= −

σ

−

a

m
a

ma
r

K
K

n 11    

 
[ ] [ ]

[ ] 







ψ+

σ
σ

σ

σ
=

σ

−

m

a
m K

1  .  (22.21) 
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Отсюда допускаемое амплитудное напряжение 

 [ ] [ ] ( )
1

a n K
−

σ

σ
σ =

ρ + ψ
,  (22.22) 

где a

m

σ
ρ =

σ
. 

Допускаемое среднее напряжение 

 [ ] [ ]( )σ

−

ψ+ρ
σ

=σ
Knm

1 .  (22.23) 

Но так как по формуле (22.6) 
 [ ] [ ] [ ]mar σ+σ=σ ,  (22.24) 

следовательно, допускаемое напряжение по усталостной прочно-
сти равно: 

 [ ] ( )
[ ]( )σσ

−

ψ+ρ
+ρσ

=σ
д

1 1
Knr .  (22.25) 

Аналогично допускаемое касательное напряжение 

 [ ] ( )
[ ]( )τ

−

ψ+ρ
+ρτ

=τ
Knr

11 .  (22.26) 

22.6. Порядок расчета при действии 
циклических напряжений 

Определение допускаемых напряжений и коэффициентов за-
паса при циклических напряжениях можно представить в виде 
следующей схемы. 

Д а н о : а) вид деформации; б) напряжения σmax и σmin (при 
кручении σ заменить касательными напряжениями τ); в) конфи-
гурация детали; г) механические характеристики материала (предел 
прочности σв и предел текучести σт). 
Требуется: найти допускаемое напряжение [ ]rσ  и коэффици-

ент запаса прочности [ ]n . 
Схема решения 
1. Вычислить по формулам (22.2) 
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2

minmax σ+σ
=σm  и 

2
minmax σ−σ

=σa .  

2. Найти коэффициент асимметрии цикла (22.3) 

 
max

min

σ
σ

=r .  

3. Определить предел выносливости для симметричного цик-
ла (22.4) 
 в1 βσ=σ− .  

4. По графикам (рис. П 4.1 – П 4.4) найти Кт — теоретический 
коэффициент концентрации напряжений в зависимости от кон-
фигурации детали. 

5. По рис. П 6.1 определить коэффициент чувствительности 
материала q. 

6. Определить эффективный коэффициент концентрации по 
формуле (22.9) или по рис. П 5.1 – П 5.5. 

7. Найти коэффициент качества поверхности γп (рис. П 6.3). 
Если известен лишь общий характер обработки детали, то эф-
фективный коэффициент концентрации напряжений Кэ можно 
вычислить по формуле (22.10) или (22.11). 

8. Найти общий коэффициент снижения предела выносливо-
сти K по формуле (22.14). 

9. Допускаемый коэффициент запаса по усталостной прочно-
сти [ ]rn  определить по формуле (22.21). 

10. Допускаемое напряжение по усталости [ ]rσ  или [ ]rτ  оп-
ределить по формулам (22.25) или (22.26). 

Расчет на выносливость элементов стальных конструкций и 
их соединений выполняют по СНиП 2.05.03-84 [9]. Механиче-
ские и деформационные характеристики материалов для этих 
конструкций приведены в табл. П 1.1 – П 1.3. 

22.7. Примеры расчета 

Пример 22.1. Д а н о : материал  сталь Ст 3. Опытные значе-
ния: 

предел выносливости для постоянного цикла 388т1 =σ=σ  МПа; 
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предел выносливости для симметричного цикла 1851 =σ−  МПа; 
средние и амплитудные напряжения  σm  и σа представлены в 

табл. 22.2. 
Таблица 22.2 

Средние напряжения σm, МПа 100 200 300 
Амплитудные напряжения σа, МПа 175 140 85 

Определить предел выносливости цикла, имеющего коэффи-
циент асимметрии 25,0=r . 

Р еш е н и е . 
По опытным данным построим диаграмму предельных ам-

плитуд в координатах am σ−σ  (рис. 22.7). Так как предел вынос-
ливости надо определить при 25,0=r , то по формуле (22.5) 

 6,0
25,01
25,01

1
1tg =

+
−

=
+
−

=α
r
r  и 031=α .  

α=310

σ a
0,

25
=1

30

185

N

σm
0,25=225
100 200 300

σ1=388

σm, МПа

σa, МПа

175

140

80

 
Рис. 22.7 

Из начала координат проведем прямую под углом 031=α к 
оси σm. Координаты точки пересечения этой прямой с диаграм-
мой предельных амплитуд равны: 

 22525,0 ≈σm  МПа и 13025,0 ≈σa  МПа.  



120 

Предел выносливости цикла при r = 0,25 по формуле (22.6) 

 35513022525,025,0
25,0 ≈+≈σ+σ=σ am  МПа. 

Пример 22.2. Ступенчатый стержень круглого 
сечения диаметром D = 80 мм и d = 40 мм (рис. 
22.8) изготовлен из стали 40, для которой 

1000в =σ  МПа и 250p1 =σ−  МПа. Отношение ра-
диуса галтели к диаметру 2,0/ =ρ d . Поверхность 
стержня тщательно полирована. Определить ко-
эффициент запаса прочности [ ]n , если сила Рmax = 
= 100 кН и изменяется по симметричному циклу. 

Р еш е н и е . 
Из графика (рис. П5.1) при 2,0/ =ρ d  для стали 

с σв = 1000 МПа путем линейной интерполяции 
найдем эффективный коэффициент концентрации 
напряжений Кэ = 1,48. При тщательной полировке 
поверхности (рис. П 6.3) γп = 1, а γм = 0,87 (рис. П 6.2). В этом 
случае по формуле (22.14) 

 7,1
87,01

48,1
=

⋅
=K .  

Площадь сечения стержня 6,124
4

2

=⋅π=
π

=
dA  см2. Напря-

жение равно 

 80
106,12
10100

4

3
max =

⋅
⋅

==σ −A
P

p  МПа.  

Коэффициент запаса по усталостной прочности 

 [ ] 84,1
7,180

2501 =
⋅

=
σ

σ
= −

K
n

p

p .  

Пример 22.3. Найдем допускаемое напряжение по усталости и 
допускаемую  силу  для  вращающегося  вала (рис. 22.9), если l = 
= 25 см, d = 80 мм, ρ = 10 мм, предел прочности σв = 450 МПа, 
общий коэффициент запаса n0= 2, поверхность обдирная. 

d=40

D=80

ρ=8

P

P  
Рис. 22.8 
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d=80 мм

ρ=10

P
l = 25см

 
Рис. 22.9 

Р еш е н и е . 
По графикам (рис. П.4.3 и рис. П.6.1) найдем: 6,1т =K ; 

42,0=q . По формуле (22.8) 

 ( ) 25,116,142,01э =−+=K .  

Коэффициент качества поверхности по рис. П. 6.3 равен γп = 
= 0,82, а масштабный коэффициент (рис. П. 6.2) 64,0м =γ . 

При изгибе вращающегося вала minmax σ−=σ . 
Полный коэффициент запаса по (22.14) 

 38,2
64,082,0

25,1

мп

э =
⋅

=
γγ

=
KK .  

Допускаемое напряжение согласно (22.4) и (22.15) 

 [ ] 38
38,22

4504,0

0

в

0

1
1 =

⋅
⋅

=
⋅
σ⋅β

=
σ

=σ −
− KnKn

 МПа.  

Момент сопротивления сечения 

 2,50
32

814,3
32

33

=
⋅

=
π

=
dWz  см3.  

Допускаемый изгибающий момент 

 [ ] 9,11038102,50 66
1доп =⋅⋅⋅=σ= −

−zWM  кН⋅м,  

а допускаемая нагрузка 

 63,7
25,0
9,1доп

доп ===
l

M
P  кН.  
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Пример 22.4. Определить коэффициент запаса прочности кла-
панной пружины, изготовленной из хромованадиевой проволоки 
с характеристиками: 

– предел текучести τт = 950 МПа; 
– предел выносливости симметричного цикла τ−1 = 500 МПа; 
– предел пульсирующего (отнулевого) цикла τ0 = 700 МПа; 
– модуль сдвига G = 8⋅104 МПа. 
Размеры пружины: средний диаметр D = 50 мм, диаметр про-

волоки d = 4,5 мм, число витков n = 6. Предварительная затяжка 
пружины λз = 25 мм, а наибольший ход клапана h = 14 мм. 

Р еш е н и е . 
Максимальное напряжение в сечении витка пружины 

3max
8

d
PD

π
=τ , а осадку пружины определим по формуле 

 4

38
Gd

nPD
=λ , откуда λ=

nD
GdP 3

4

8
.  

Подставим Р в формулу для вычисления τ и получим 

 λ
π

=τ
nD

Gd
2 .  

Определим τ при закрытом клапане (это минимальное напря-
жение): 

 ( ) 191105,2
6105014,3
105,410108 2

3

364

з2min =⋅⋅
⋅⋅
⋅⋅⋅⋅

=λ
π

=τ −
−nD

Gd  МПа.  

При наибольшем открытии клапана (это максимальное на-
пряжение) 
 391425зmax =+=+λ=λ h  мм,  

 а 298
25
39191

з

max
minmax =⋅=

λ
λ

τ=τ  МПа.  

Среднее напряжение цикла 
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 5,244
2

191298
2

minmax =
+

=
τ+τ

=τm  МПа.  

Амплитуда цикла 

 5,53
2

191298
2

minmax =
−

=
τ−τ

=τa  МПа.  

Коэффициент запаса прочности по сопротивлению усталост-
ному разрушению определим по формуле (22.18). 

Коэффициент 1=K , так как величина предела выносливости 
определена на образцах того же диаметра и с тем же состоянием 
поверхности, что и проволока, из которой изготовлена пружина. 

По формуле (22.20) определим 

 428,0
700

70050022

0

01 =
−⋅

=
τ

τ−τ
=ψ −

τ .  

Тогда коэффициент запаса по усталости 

 16,3
5,244428,05,531

5001 =
⋅+⋅

=
τψ+τ

τ
=

τ

−

maK
n .  
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

Приложение 1 
Механические характеристики сталей и сплавов 

Таблица П 1.1 

Механические и деформационные характеристики сталей и сплавов 

Марка σпц, 
МПа 

σт, 
МПа 

σв, 
МПа εпц⋅103 εт⋅103 εост⋅103 

Ст 3 200 240 400 1,00 2,00 0,80 
Ст 10 150 230 380 0,75 3,00 1,85 
Ст 25 280 310 400 1,30 2,50 1,10 
Ст 45 400 500 600 1,83 7,00 4,72 
Ст 55 500 590 700 2,26 8,00 5,20 
09ГМ 190 240 400 0,86 2,00 0,91 
15ХСНД и СХЛ 1 290 350 600 1,32 3,20 1,61 
СХЛ 2 430 600 700 1,86 4,30 2,04 
18ХНВА 600 850 1150 2,72 9,50 5,64 
Сплав 29 ау-
стенитовый 600 900 1200 2,73 8,18 4,10 

ЭИ 891 380 550 950 1,73 8,00 4,50 
Сплав титановый 500 635  4,2 11,5 5,23 

 
Таблица П 1.2 

Коэффициенты надежности по материалу 
Государственный стандарт (марка стали или 

значение предела текучести) 
Коэффициент надежности по 

материалу γm 
ГОСТ 538-88 
ГОСТ 14637-89 [Ст3сп, Ст3пс, Ст3кп] 
ГОСТ 19281-89 
ГОСТ 19282-89 [до σт = 380 МПа (39 кгс/мм2)] 

1,05 

ГОСТ 19281-89 
ГОСТ 19282-89 [св. 380 МПа (39 кгс/мм2)] 1,10 

ГОСТ 6713-91 [16Д] 1,09 
ГОСТ 6713-91 [15XCHД] 1,165 
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Приложение 2 
Определение прогибов и углов поворота 

сечений при изгибе балок 
Таблица П 2.1 

Наибольшие прогибы и углы поворота сечений 
№ 
п.п. 

Расчетная схема балки 
с нагрузкой 

Максимальный 
прогиб 

Угол поворота 
сечений 

1 

y

A B
m

x
 

zEJ
mlv

2

2

в =  
zEJ

ml
=θв

 

2 

y

A B
x

Pl

 
zEJ

Plv
3

3

в −=  
zEJ

Pl
2

2

в −=θ  

3 

y

A
B
x

l

q
 

zEJ
qlv

8

4

в −=  
zEJ

ql
6

3

в −=θ  

4 

y

A B
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Таблица П 2.2 

Площади эпюр и положение их центров тяжести 

Вид эпюр Положение центра 
тяжести Площадь эпюры ω 

ц.т

a b
l

h

Треугольник

 

la
3
2

=  

lb
3
1

=  
lh

2
1

=ω  

ц.т

a b
l

h

Прямоугольник

 

lba
2
1

==  lh=ω  

ц.т

a b
l

h

Квадратная парабола
         (выпуклая)

А
 

la
8
5

=  

lb
8
3

=  
lh

3
2

=ω  

ц.т

a b
l

h

А

Квадратная парабола  
        (вогнутая)

 

la
4
3

=  

1
4

b l=  
lh

3
1

=ω  

ц.т

a b
l

h

А

Квадратная парабола
с вершиной в точке А

 

2
lba ==  lh

3
2

=ω  

ц.т

a b
l

h

А

Кубическая парабола
с вершиной в точке А

 

la
5
4

=  

lb
5
1

=  
lh

4
1

=ω  
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Приложение 3 

Коэффициенты продольного изгиба ϕ 
Значения ϕ для 

Ги
бк
ос
ть

 λ
 

стали Ст0, Ст2, Ст3, Ст4 стали Ст5 чугуна дерева 

0 1,00 1,00 1,00 1,00 
10 0,99 0,98 0,97 0,99 
20 0,96 0,95 0,91 0,97 
30 0,94 0,92 0,81 0,93 
40 0,92 0,89 0,69 0,87 
50 0,89 0,86 0,57 0,80 
60 0,86 0,82 0,44 0,71 
70 0,81 0,76 0,34 0,60 
80 0,75 0,70 0,26 0,48 
90 0,69 0,62 0,20 0,38 

100 0,60 0,51 0,16 0,31 
110 0,52 0,43  0,25 
120 0,45 0,36  0,22 
130 0,40 0,33  0,18 
140 0,36 0,29  0,16 
150 0,32 0,26  0,14 
160 0,29 0,24  0,12 
170 0,26 0,21  0,11 
180 0,23 0,19  0,10 
190 0,21 0,17  0,09 
200 0,19 0,16  0,08 
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Приложение 4 
Теоретические коэффициенты концентрации напряжений Кт 

2r

B

1/
2b 2r

Bb B

r

I II III
I

II

III

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 r/b
1,2

1,6

2,0

2,4

2,8
3,0

b

Kт

 
Рис. П. 4.1. Графики теоретических коэффициентов концентрации 

напряжений при растяжении полосы с различными концентраторами 

0,04 0,08 0,12 0,16 0,20 2ρ/d

1,2

1,6

2,0

2,4

2,8

3,2

D/d=2,0

D/d=1,33

D/d=1,50

D/d=1,20

D/d=1,09

D

ρ

d

0,8

Кт

 
Рис. П. 4.2. Графики теоретических коэффициентов концентрации 

напряжений при кручении вала переменного сечения 
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0 0,1 0,2 0,3 0,4 ρ/d
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d

М М
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Рис. П. 4.3. Графики теоретических коэффициентов концентрации 
напряжений при изгибе круглого стержня переменного сечения 

0 0,2 0,4 0,6 r/h
1,0

1,5

2,0

2,5
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2
1,251,1

hH
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Рис. П. 4.4. Графики теоретических коэффициентов концентрации 
напряжений при изгибе полосы с двухсторонней внешней выточкой 
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Приложение 5 
Эффективные коэффициенты концентрации напряжений Кэ 

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 ρ/d
1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

Kσ
э

D

P

ρd

P

2,0

1

2

3

 
Рис. П. 5.1. Графики эффективных коэффициентов концентрации 
напряжений для ступенчатых валов при растяжении (сжатии) 

с отношением D/d = 2 при d = 30…50 мм: 
1 — для стали с σв = 1200 МПа; 2 — для стали с σв = 800 МПа; 

3 — для стали с σв = 400 МПа 

40 50 60 70 80 90 (σв
.10, МПа)

1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

Kτ
э

d

a

Мк

Мк

100  
Рис. П. 5.2. Графики эффективных коэффициентов концентрации напряжений 

валов с поперечным отверстием при кручении: а/d = 0,05…0,25; 
τ = Мк/Wк нетто при d = 30…50 мм 
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Рис. П. 5.3. Графики эффективных коэффициентов концентрации 

напряжений для ступенчатых валов при кручении с отношением 
D/d = 2 при d = 30…50 мм: 

1 — для стали с σв = 1200 МПа; 2 — для стали с σв = 500 МПа 

0,1 0,2 0,3 ρ/d0
1,0

1,5

2,0

2,5

Kσ
э

1

2

D

ρ

d
M M

 
Рис. П. 5.4. Графики эффективных коэффициентов концентрации 
напряжений для ступенчатых валов при изгибе с отношением 

D/d = 2 при d = 30…50 мм: 
1 — для стали с σв = 1200 МПа; 2 — для стали с σв = 500 МПа 
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1,25 1,5 D/d1,0
0,25

0,5

0,75

η

1
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Рис. П. 5.5. Графики поправочных коэффициентов для отношения 

D/d < 2 к рис. П. 5.3 и П. 5.4: 
1 — изгиб; 2 — кручение 

Если D/d < 2, то Кэ следует определить по формуле 
 ( )11 эоэ −η+= KK ,  

где Кэо — коэффициент, найденный из графиков (рис. П. 5.3 или 
П. 5.4), т.е. τ= ээо KK  или σ

эK  
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Приложение 6 
Графики коэффициентов чувствительности, 

качества поверхности и масштаба 

400 600 800 1000 σв, МПа
0

0,2

0,4

0,6

0,8

q

1,8;1,9
1,7

1,6
1,5

1,4
1,3

1,2
Кт=1,1

 
Рис. П. 6.1. Графики изменения коэффициента чувствительности 

в зависимости от предела прочности стали и теоретического коэффициента 
концентрации напряжений 

6,35 10 20 30 40 50 60 80 100 d,мм

1

2
3

4
5
60,4

0,6

0,8

γм

 
Рис. П. 6.2. Графики масштабных коэффициентов: 

1 — углеродистая сталь, гладкая полировка; 2 — углеродистая сталь, 
гладкая шлифовка; 3 — легированная сталь, гладкая полировка; 
4 — легированная сталь, гладкая шлифовка; углеродистая сталь 

с концентрацией напряжений; 5 — легированная сталь с умеренной 
концентрацией напряжений, 2<эK ; 6 — конструкционная сталь 
(σв < 650 МПа); вал с напрессованной деталью, изготовленной из 
непрессованной стали; при d < 60 мм — легированная сталь 

с концентрацией напряжений 
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.10, МПа)
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Рис. П. 6.3. Графики коэффициентов качества поверхности для сталей: 

1 — тщательная полировка; 2 — грубая полировка; 3 — тонкая шлифовка 
или тонкая обточка; 4 — грубая шлифовка или грубая обточка; 5 — испытание 
в пресной воде при отсутствии концентрации напряжений; 6 — испытание 
в пресной воде при наличии концентрации напряжений; 7 — испытание 

в морской воде при отсутствии концентрации напряжений 
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ЗАДАЧИ К КОНТРОЛЬНЫМ РАБОТАМ 

Задача 1 (тема 12). Для балки на двух опорах с консолями, рабо-
тающей на изгиб от заданных по варианту нагрузок, требуется: 

1. Построить эпюры Q и М, выразив опорные реакции и орди-
наты в кН и кН⋅м. 

2. Из условия прочности при изгибе подобрать номер двутав-
ра при R = 210 МПа. 

3. Приняв начало координат на левом конце балки, записать 
формулы для определения прогибов и углы поворота сечений 
методом начальных параметров. 

4. Найти прогибы (в сантиметрах) и углах поворота сечений 
(в радианах) на границе участков и на концах балки. Принять 
Е = 2⋅105 МПа. 

5. Руководствуясь эпюрой М и найденными значениями про-
гибов, изобразить изогнутую ось балки. Исходные данные взять 
из таблицы к задаче 1. 

(К задаче 1) 

Номер строки Номер схемы по рис. Р, кН q, кН/м m, кН⋅м 
1 1 32 20 20 
2 2 34 21 30 
3 3 36 22 40 
4 4 38 23 50 
5 5 40 24 60 
6 6 42 25 70 
7 7 44 26 80 
8 8 46 27 40 
9 9 48 28 60 
0 10 50 30 80 
 е в д г 
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(К задаче 1) 

m
q P

6

1 12 2

m
q P

7

1 11 3

m
q P

8

1 12 2

m
q P

9

1 13 1

m
qP

10

1 13 1

1

m
q P

1 11 3

m
qP

2

1 12 2

m
q P

3

1 13 1

m
qP

4

1 11 3

m
q P

5

1 12 2  
Длина участков дана в м 

Задача 2 (тема 13). Для балки переменного сечения опреде-
лить методом единичных нагрузок прогиб и угол поворота сече-
ния в точке А. 

Принять kJJ =0 . 
(К задаче 2) 

Номер строки Номер схемы по рис. β k P, кН l, м 
1 1 0 1,5 5 0,5 
2 2 0,2 2,0 8 0,7 
3 3 0,3 2,5 10 0,9 
4 4 0,4 3,0 12 1,0 
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Продолжение таблицы 
Номер строки Номер схемы по рис. β k P, кН l, м 

5 5 0,5 3,5 14 1,2 
6 6 0,6 4,0 16 1,4 
7 7 0,7 4,5 18 1,3 
8 8 0,8 5,0 20 1,1 
9 9 0,9 5,5 22 0,8 
0 10 0,5 6,0 24 0,6 

 е д а е г 

 
(К задаче 2) 

6
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A
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P
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Задача 3 (тема 14). Для заданной один раз статически неопреде-
лимой балки постоянного сечения требуется построить эпюры из-
гибающих моментов М (кН⋅м) и поперечных сил Q (кН). Для этого 
необходимо: 

1. Удалить лишнюю связь, выбрать основную систему. 
2. Загрузив основную систему заданными нагрузками и неиз-

вестными реакциями, записать деформационное уравнение. Про-
гибы от заданных нагрузок и лишних неизвестных можно опре-
делять любым методом. 

3. Определив значение лишней неизвестной, приложить ее 
вместе с внешними нагрузками к основной системе и найти все 
остальные опорные реакции. 

4. Построить эпюры Q и М, выразив их ординаты в кН и кН⋅м. 
(К задаче 3) 

6

7

q
8

P

9

m=Pl

10

1
q

P
2

2l

q
3

q

4

m=Pl
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l l
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βl βlP

l l

l l l l

βl

βlβl

l
βl

P βl

l l

m=Pl m=Pl

l l

βl βl

l

βl

l l l l

βl
P βl

l l

βl
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(К задаче 3) 

Номер строки Номер 
схемы l, м Р, кН q, кН/м β 

1 1 2,0 10 20 0,7 
2 2 2,2 15 21 0,6 
3 3 2,4 20 22 0,5 
4 4 2,6 25 23 0,4 
5 5 2,8 30 24 0,5 
6 6 3,0 35 25 0,6 
7 7 3,4 40 26 0,7 
8 8 3,6 45 27 0,8 
9 9 3,8 50 28 0,9 
0 10 4,0 60 30 0,65 
 е е г а б 

 
Задача 4 (тема 15). Стальная балка (см. рисунок а), формы и 

размеры поперечного сечения которой заданы (см. рисунок. б), 
работает на косой изгиб от сил, проходящих под углом ϕ к вер-
тикали. Опорные закрепления балок допускают восприятие вер-
тикальных и горизонтальных реакций. Требуется: 

1. Построить эпюры изгибающих моментов и установить по-
ложение опасного сечения. 

2. Из условия прочности при косом изгибе найти допускае-
мую величину силы Р, если R = 210 МПа (2100 кгс/см2). 

3. Определить положение нейтральной оси в опасном сечении 
балки и построить для сечения плоскую эпюру нормальных на-
пряжений σ. 

4. По найденному значению силы Р при той же расчетной 
схеме взамен первой балки подобрать балку двутаврового сече-
ния, приняв R = 210 МПа. 

(К задаче 4) 
Номер 
строки 

Номер 
схемы l, м ϕ, град Форма 

сечения 
Размеры 
а, см 

1 1 3,0 15 1 3,0 
2 2 3,5 20 2 4,0 
3 3 4,0 25 3 5,0 
4 4 4,5 30 4 6,0 
5 5 5,0 35 5 7,0 
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Продолжение таблицы 
Номер 
строки 

Номер 
схемы l, м ϕ, град Форма 

сечения 
Размеры 
а, см 

6 6 5,5 40 6 8,0 
7 7 6,0 45 7 7,0 
8 8 7,0 50 8 6,0 
9 9 7,5 55 9 5,0 
0 10 8,0 60 10 4,0 
 е д г е в 

 
(К задаче 4) 
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3a

2a
6a

1 3a
a

2 3a
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3 3a4

2a
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3a5
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3a6 7

a

8 9

a
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2a
2a

2a

2a
2a

2a
а/2

2a
2a

2a

a a a

б)

a  
Задача 5 (тема 16). Колонна, поперечное сечение которой по-

казано на рисунке, сжимается вертикальной силой Р, приложен-
ной в точке А. Требуется: 

1. Найти центр тяжести сечения, главные моменты инерции и 
положение главных осей. 

2. Найти положение нейтральной оси. 
3. Определить наибольшие растягивающие и сжимающие на-

пряжения в опасных точках поперечного сечения. 
4. Построить эпюру напряжений и ядро сечения (в масштабе). 

(К задаче 5) 

Номер строки Номер 
сечения Р, кН Н, м h, м В, см b, м 

1 1 110 1,0 0,2 1,0 0,5 
2 2 120 1,2 0,4 0,9 0,45 
3 3 130 1,4 0,6 0,8 0,4 
4 4 140 1,6 0,8 0,7 0,35 
5 5 150 1,8 0,7 0,6 0,3 
6 6 140 2,0 0,5 0,55 0,25 
7 7 130 1,9 0,3 0,65 0,2 
8 8 120 1,7 0,1 0,75 0,25 
9 9 110 1,5 0,25 0,85 0,3 
0 10 100 1,3 0,35 0,95 0,4 
 е д г в б а 
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(К задаче 5) 
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b
B

h
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b
B
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b
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h
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Задача 6 (тема 16). Бетонный брус загружен в центре тяжести 

сечения вертикальной сжимающей силой Р1, горизонтальной си-
лой Р2, направленной по оси у и распределенной нагрузкой q по 
оси z, как показано на рисунке. Удельный вес материала бруса γ = 
= 25 кН/м3. Форму сечения принять по заданию. Требуется: 

1. Найти центр тяжести сечения, главные 
моменты инерции и положение главных осей. 

2. Построить ядро сечения (в масштабе). 
3. Построить эпюры N, Mz, My от Р1, Р2, q и 

собственного веса (отдельно от каждой на-
грузки). 

4. В нижнем сечении найти положение 
нейтральной оси при одновременном дейст-
вии Р1, Р2, q и собственного веса. 

5. В нижнем сечении колонны определить 
напряжения и построить эпюру σ. 

h
β h

q

x

P1

P2

y

z
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(К задаче 6) 

Номер строки Форма
сечения h, м Р1, кН Р2, кН q, кН/м а, см β 

1 1 2 100 50 10 40 0,50 
2 2 2,25 150 –45 15 42 0,55 
3 3 2,50 200 40 20 44 0,60 
4 4 2,75 250 –35 25 46 0,65 
5 5 3,0 300 30 30 48 0,70 
6 6 3,25 350 –25 35 50 0,75 
7 7 3,50 400 20 –30 52 0,80 
8 8 3,75 450 –15 –25 54 0,85 
9 9 4,0 500 10 –20 56 0,90 
0 10 4,25 550 –5 –15 58 1,00 
 е д г в б а е 

Примечание. 1. Собственный вес бруса представить как распределенную 
погонную нагрузку Ahq γ=1 , приложенную в центре тяжести вдоль продоль-
ной оси вниз. 

2. Если нагрузки Р2 и q имеют знак (–), то их направить в противоположную 
сторону. 

(К задаче 6) 
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Задача 7 (тема 18). На стальной вал передается от двигателя при 
помощи ременной передачи мощность N при числе оборотов в ми-
нуту n. Принять шкив 1 ведущим, а 2  ведомым. Требуется: 

1. Определить крутящий момент, создаваемый двигателем. 
2. Построить эпюру крутящих моментов Мкр, (кН⋅м). 
3. Определить окружные усилия, действующие на ободе шки-

вов. 
4. Найти силы, изгибающие вал в вертикальной и горизон-

тальной плоскостях (вес шкивов не учитывать). В ременных пе-
редачах отношение усилия в ветвях ремней принять 2/ =tT . 

5. Построить эпюры изгибающих моментов в вертикальной и 
горизонтальной плоскостях и суммарную эпюру изгибающих 
моментов, совместив ее с плоскостью чертежа. 

6. По эпюрам Ми и Мкр найти опасное сечение и определить 
диаметр вала по третьей теории из условий прочности и жестко-
сти по заданным R и [ ]Θ . 

(К задаче 7) 
Номер 
строки 

Номер 
схемы 

N, 
кВт 

n, 
об/мин а, м D1, 

м 
D2, 
м 

R, 
МПа 

[Θ], 
град/м 

1 1 10 100 0,40 0,80 0,20 60 0,10 
2 2 15 150 0,45 0,70 0,25 70 0,15 
3 3 20 200 0,50 0,60 0,30 75 0,20 
4 4 25 250 0,55 0,55 0,35 80 0,25 
5 5 30 300 0,60 0,40 0,40 85 0,30 
6 6 35 350 0,65 0,45 0,35 90 0,35 
7 7 40 400 0,70 0,50 0,30 95 0,40 
8 8 45 450 0,75 0,55 0,25 100 0,45 
9 9 50 500 0,80 0,60 0,20 110 0,50 
0 10 55 550 0,85 0,65 0,15 120 0,60 
 е д г в б а г в 
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(К задаче 7) 
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Задача 8 (тема 19). В заданной стержневой системе (см. рису-

нок а) сжатые  стержни  изготовлены  из  стали  (R = 200 МПа, Е = 
= 2⋅105 МПа). Поперечное сечение принять по рисунку, б. Требу-
ется: 

1. Определить геометрические характеристики поперечного 
сечения и гибкость сжатых стержней. 

2. Определить критическую силу Ркр (если λ < 100, то кри-
тическую силу  вычислять  по формуле Ясинского, приняв а = 
= 276 МПа; b = 0,8 МПа). 

3. Из условия устойчивости определить допускаемую про-
дольную силу Nдоп. 



147 

4. Определить предельную силу Р для стержневой системы. 
5. Для той же расчетной схемы определить размеры квадрат-

ного сечения сжатого стержня (принять R = 150 МПа и силу Nдоп, 
вычисленную в п. 3). 

(К задаче 8) 

Н
ом

ер
 с
тр
ок
и 

Н
ом

ер
 с
хе
мы

 

Ти
п 
се
че
ни
я 

Уголок 
равнобокий 

Уголок 
неравнобокий 

Д
ву
та
вр

 

Ш
ве
лл
ер

 

D, мм l, м 

1 1 1 100×100×8 100×63×10 10 10 250 4,0 
2 2 2 200×200×12 200×125×12 22а 22а 480 3,0 
3 3 3 100×100×10 100×63×8 12 12 280 4,5 
4 4 4 110×110×8 110×70×8 14 14 300 5,0 
5 5 5 125×125×8 125×80×8 16 14а 320 5,5 
6 6 6 125×125×10 125×80×12 18 16 340 6,0 
7 7 7 140×140×10 140×90×8 18а 16а 350 5,6 
8 8 8 160×160×10 140×90×10 20 18 380 4,9 
9 9 9 160×160×16 160×100×10 20а 20 400 4,5 
0 10 10 160×160×20 180×110×10 22 22 440 3,5 
 д е д г в а б е 

Примечания. 1. Коэффициенты продольного изгиба приведены в прил. 3. 
2. Закрепления стержней в обеих главных плоскостях инерции считать одина-

ковыми. 
(К задаче 8) 
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d/D=0,7

D
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D
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Задача 9 (тема 20). Для стального бруса (см. рисунок, а), ось 

которого очерчена по окружности радиусом R0, построить эпюры 
изгибающих моментов М, продольных N и поперечных Q сил с 
указанием ординат в сечениях через 300. В опасном сечении по-
строить эпюры нормальных напряжений σN и σМ и суммарную 
σ(N+M) с вычислением ординат в крайних волокнах. 

(К задаче 9) 
Номер 
строки 

Номер 
схемы 

Тип сечения 
(рисунок, б) R0, см Р, кН α, град а, см 

1 1 1 31 75 0 4,0 
2 2 2 32 80 10 4,1 
3 3 3 33 85 20 4,2 
4 4 1 34 90 30 4,3 
5 5 2 35 95 40 4,4 
6 6 3 36 100 50 4,5 
7 7 1 37 105 60 4,6 
8 8 2 38 110 70 4,7 
9 9 3 39 115 80 4,8 
0 10 1 40 120 90 4,9 
 е д г а б в 



149 

(К задаче 9) 
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2a
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R 0
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R 0
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Задача 10 (тема 21.1). Стальной стержень АВ круглого попе-

речного сечения с закрепленными на нем грузами (см. рисунок) 
поднимается с ускорением а. Требуется: 

1. Построить эпюры изгибающих моментов и поперечных сил 
в стержне АВ от статического и динамического действия нагру-
зок (массой стержней пренебречь). 

2. Из условия прочности определить диаметр стержня АВ, ес-
ли R = 180 МПа. 

(К задаче 10) 
Номер строки Номер схемы Р, Н Ускорение а, м/с2 l, м 

1 1 100 2 0,6 
2 2 150 3 0,8 
3 3 200 4 1,0 
4 4 250 5 1,2 
5 5 300 6 1,5 
6 6 350 7 1,3 
7 7 400 8 1,1 
8 8 350 7 0,9 
9 9 300 6 0,7 
0 10 250 5 0,5 
 е д г в 

Примечания. 1. Решение задачи начать с определения сил опорных реакций, 
построения эпюр от статического действия сил и определения динамического 
коэффициента. 

2. В схемах 9 и 10 нижние грузы заменить силой и моментом и приложить 
их к стержню АВ. 
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(К задаче 10) 
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Задача 11 (тема 21.1). Вал вращается вокруг своей оси, со-

вершая n оборотов в минуту. Требуется: 1. Определить угловую 
скорость Θ, ускорение а, силы инерции и динамические нагрузки 
Рд (принять положение грузов согласно схеме). 

2. Построить эпюры изгибающих моментов в вале (собствен-
ным весом стрежней и их инерционными силами пренебречь). 

3. Из условия прочности определить диаметр круглого вала, 
если R = 210 МПа. 
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(К задаче 11) 
Номер строки Номер схемы Р1, Н Р2, Н n, об/мин 

1 1 100 200 100 
2 2 110 190 115 
3 3 120 180 130 
4 4 130 170 145 
5 5 140 160 160 
6 6 150 150 175 
7 7 160 140 200 
8 8 170 130 215 
9 9 180 120 230 
0 10 200 110 250 
 е д г в 

 
(К задаче 11) 
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Задача 12 (тема 21.2). На балке из двух двутавров (ГОСТ 
8239-89) установлен электродвигатель весом Q, совершающий n 
об/мин. Максимальная величина вертикальной составляющей 
центробежной силы 0 sinP tΘ  от вращения неуравновешенных 
масс равна 0,25Q. Массой балки пренебречь. Требуется: 

1. Определить размеры поперечного сечения балки из усло-
вия, что частота свободных колебаний ω превышает на 40 % час-
тоту возмущающей силы Θ. 

2. Определить максимальные динамические напряжения в балке. 
(К задаче 12) 

Номер строки Номер схемы l, м Q, кН n, об/мин 
1 1 3,0 4 800 
2 2 3,2 5 900 
3 1 3,4 6 1000 
4 2 3,6 7 1100 
5 1 3,8 8 1200 
6 2 4,0 7 1100 
7 1 4,2 6 1000 
8 2 4,4 5 900 
9 1 4,6 4 800 
0 2 4,8 3 700 
 а е д г 

 
(К задаче 12) 

l/2 l/2
Q

1

l
Q

2

 

Примечание. Решение задачи начать с определения 1, 4ω = Θ , номера дву-
тавра по Jz, напряжений σст  и динамического коэффициента. 
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Задача 13 (тема 21.2). На двутавровую балку установлен 
электромотор весом Q. За счет вращения неуравновешенной 
массы развивается центробежная сила, равная 0,1Q. Вал мотора 
делает n оборотов в минуту. Подвески выполнены из стальных 
круглых стержней. Модуль упругости Е = 2⋅105 МПа. Опреде-
лить амплитуду вынужденных колебаний и наибольшие динами-
ческие напряжения в балке. Массой балки и силами сопротивле-
ния пренебречь. 

(К задаче 13) 

Номер строки Номер
схемы Номер двутавра l, м Q, кН n, об/мин d, см 

1 1 10 2,0 1,0 800 2,0 
2 2 12 2,5 1,5 900 2,5 
3 3 14 3,0 2,0 1000 3,0 
4 4 16 3,5 2,5 1100 3,5 
5 5 18 4,0 3,0 1200 4,0 
6 6 18а 4,5 3,5 1300 4,5 
7 7 20 4,0 2,5 1200 5,0 
8 8 22 3,5 2,0 1100 4,0 
9 9 24 3,0 1,5 1000 3,0 
0 10 27 2,0 1,0 900 2,0 
 е д г в б а 
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(К задаче 13) 
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Примечание. В схемах 4, 5, 7 и 10 напряжениями в балке от продольных сил 

пренебречь. 
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Задача 14 (тема 21.3). На стальную конструкцию с высоты h 
падает груз массой Р (см. рисунок). В схемах 6–10 балка имеет 
двутавровое сечение. Требуется: определить максимальные ди-
намические напряжения в конструкции 

а) без постановки упругих элементов; 
б) при установке в точке В упругого элемента жесткостью С. 

(К задаче 14) 
Номер 
строки 

Номер 
схемы 

Р, 
кН 

А, 
см2 

Дву-
тавр 

С⋅10-5, 
Н/м 

l1, 
м 

l2, 
м 

h, 
см 

1 1 20 8,2 10 10 1,4 1,4 10 
2 2 22 8,4 12 11 1,5 1,5 12 
3 3 24 8,6 14 12 1,6 1,6 14 
4 4 26 8,8 16 13 1,7 1,7 16 
5 5 28 9,0 18 14 1,8 1,8 18 
6 6 30 9,2 20 15 1,9 1,9 20 
7 7 32 9,4 22 16 2,0 2,0 19 
8 8 34 9,6 24 17 2,1 2,1 17 
9 9 36 9,8 27 18 2,2 2,2 15 
0 10 38 10 30 19 2,3 2,3 13 
 е д г б а г д е 

 
Примечание. 1. Решение задачи начать с определения продольных сил в 

стержнях или изгибающих моментов в балках, которые необходимы для опре-
деления статических напряжений σст. 

2. Деформацию упругого элемента λ = ∆ст определять по формуле (21.16), 
где С — жесткость упругого элемента. 
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(К задаче 14) 
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Таблица 20.1 
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Таблица П 1.3 

Характеристики материалов для мостовых конструкций 
 

Нормативное 
сопротивление2, МПа 

(кгс/мм2) 

Расчетное сопротивление3, 
МПа (кгс/см2) 

Марка стали Государствен-
ный стандарт Прокат Толщина 

проката1, мм по пределу 
текучести Rуп 

по 
временному 
сопротивле-
нию Rип  

по пределу 
текучести Rу  

по 
временному 
сопротивле-
нию Rи  

16Д  ГОСТ 6713-91  Любой  До 20  235 (24)  370(38)  215 (2200)  340 (3450)  
16Д  ГОСТ 6713-91  Любой  21–40  225 (23)  370 (38)  205 (2100)  340 (3450)  
16Д  ГОСТ 6713-91  Любой  41–60  215(22)  370(38)  195 92000)  340 (3450)  
15ХСНД  ГОСТ 67 13- 91  Любой  8–32  340 (35)  490 (50)  295 (3000)  415 (4250)  
15ХСНД  ГОСТ 67 13- 91  Листовой 33–50  330 (34)  470 (48)  285 (2900)  400 (4000)  
10ХСНД  ГОСТ 6713-91  Любой  8–15  390 (40)  530 (54)  350(3550)  470 (4800)  
10ХСНД  ГОСТ 6713-91  Листовой  16–32  390 (40)  530(54)  350(3550)  470 (4800)  
10ХСНД  ГОСТ 6713-91  Листовой  33–40  390 (40)  510(55)  350(3550)  450 (4600)  
390-15Г2АФДпс  ГОСТ 19282-89  Листовой 4–32  390 (40)  540 (55)  355 (3600)  490 (5000)  
40X13  ГОСТ 5632-72  Круглый  До 250  1200 (122)  1540(157)  1050 (10700)  1365 (13900) 

1 За толщину фасонного проката следует принимать толщину полки. 
2 За нормативные сопротивления приняты минимальные значения предела текучести и временного сопротивления, 

приведенные в ГОСТ 6713-91 в кгс/мм2. Нормативные сопротивления в МПа вычислены умножением соответствующих 
величин на множитель 9,80665 и округлением до 5 МПа. 

3 Здесь указаны расчетные сопротивления растяжению, сжатию и изгибу Rу и Rи. 
Значения расчетных сопротивлений получены делением нормативных сопротивлений на коэффициент надежности 

по материалу, определяемый по табл. П 1.2, и округлением до 5 МПа. 
 


