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Введение

Целью настоящих методических указаний является помощь студентам – заочникам в выполнении контрольной работы по специальным разделам математики. 

Перед выполнением контрольной работы студент должен изучить соответствующие разделы рекомендуемой литературы и воспользоваться решениями типовых примеров, содержащихся в настоящих методических указаниях.

Номер варианта по каждому заданию студент выбирает по формуле 
[image: image2.wmf]c
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,

где 
[image: image3.wmf]i

N

- номер варианта,


[image: image4.wmf]a

- номер задания,

[image: image5.wmf]b

- предпоследняя цифра шифра студента,


[image: image6.wmf]c

- последняя цифра шифра.

Пример. 

Пусть шифр студента 1235, тогда:

номер варианта первого задания: 
[image: image7.wmf]1
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номер варианта второго задания: 
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номер варианта третьего задания: 
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номер варианта четвертого задания: 
[image: image11.wmf]17
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Таким образом, студент, имеющий шифр 1235 должен решать задачу №8 в первом задании, №11 – во втором, №14 – в третьем, №17 – в четвертом.

Если итоговая число по формуле получится больше 20, то для определения варианта от полученного числа отнимают 20.

Пример.

Пусть шифр студента 1298.

Номер варианта второго задания: 
[image: image12.wmf]26
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. Промежуток 26-20=6. Таким образом, во втором задании студент решает задачу варианта №6.

Основная цель инженера – исследователя, изучающего какой- либо физический или технический процесс, заключается в выявлении его закономерностей, в получении аналитического выражения функциональной зависимости между переменными параметрами этого процесса.

Большинство подобных задач сводится к решению уравнений, содержащих производные или дифференциалы  неизвестных функций.

1 Функции нескольких переменных

Пусть задано множество [image: image13.wmf]D

 упорядоченных пар чисел 
[image: image14.wmf])
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. Соответствие 
[image: image15.wmf]f

, которое каждой паре чисел[image: image16.wmf]D
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сопоставляет одно и только одно число 
[image: image17.wmf]R
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, называется функцией двух переменных, определенной на множестве  
[image: image18.wmf]D

 со значениями в 
[image: image19.wmf]R

,  и записывается в виде 
[image: image20.wmf])
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Частной производной функции нескольких переменных называется  производная функции одной из этих переменных при условии постоянства значений остальных переменных. Обозначения частных производных: 
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Частные производные 
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 называют частными производными первого прядка. Их можно рассматривать как функции от 
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. Эти функции также могут иметь частные производные, которые называются частными производными второго порядка. Они определяются и обозначаются следующим образом:
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Частные производные второго или более высокого порядка, взятые по различным переменным, называются смешанными частными производными.

Теорема. Если частные производные непрерывны, то смешанные производные одного порядка, отличающиеся лишь порядком дифференцирования, равны между собой.

В частности, для [image: image27.wmf])
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Пример 1. Найти производные первого порядка и смешанную производную второго порядка функции 
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Решение.  При нахождении частной производной по 
[image: image30.wmf]x

 полагаем 
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. При нахождении частной производной по 
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 полагаем 
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1.1  Экстремум функции нескольких переменных

Пусть функция [image: image37.wmf])
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 определена в некоторой области 
[image: image38.wmf]D

, точка 
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Точка [image: image40.wmf])
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 называется точкой максимума (минимума) функции 
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[image: image42.wmf]d

-окрестность  точки [image: image43.wmf])
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, из этой окрестности выполняется неравенство 
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[image: image47.wmf])
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Значение функции в точке максимума (минимума) называется максимумом (минимумом) функции. Максимум и минимум функции называются ее экстремумами.

Теорема (необходимые условия экстремума). Если в точке [image: image48.wmf])
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дифференцируемая функция 
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 имеет экстремум, то ее частные производные в этой точке равны нулю:
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Точка, в которой частные производные первого порядка равны нулю, называется стационарной точкой функции.

Стационарные точки и точки, в которых хотя бы одна частная производная не существует, называются критическими точками.

Теорема (достаточное условие экстремума). Пусть в стационарной точке
[image: image51.wmf])
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и некоторой ее окрестности функция 
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имеет непрерывные частные производные до второго порядка включительно. Вычислим в точке 
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Обозначим 
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Тогда:

1. Если 
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 EMBED Equation.3  [image: image60.wmf])
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 EMBED Equation.3  [image: image62.wmf])
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экстремума не имеет.

В случае 
[image: image66.wmf]0
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 необходимы дополнительные исследования.

Пример 2. Найти экстремум функции 
[image: image67.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image68.wmf]3
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Решение. Здесь 
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. Точки, в которых частные производные не существуют, отсутствуют.

Найдем стационарные точки, решая систему уравнений:
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Отсюда получаем точки М1 (6;3) и М2 (0;0).

Находим частные производные второго порядка данной функции:
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В точке М1 (6;3) имеем: А=-18, В=36, С=-108, отсюда 
[image: image75.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image76.wmf]2
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Так как А<0, то в точке М1 функция имеет локальный максимум:
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В точке М2(0;0): А=0, В=0, С=0 и, значит, 
[image: image79.wmf]D

=0. Проведем дополнительное исследование. Значение функции 
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принимает как отрицательные, так и положительные значения. Следовательно, в точке М2 функция экстремума не имеет.

1.2 Градиент. Производная по направлению

Скалярным полем называется плоская или пространственная область, с каждой точкой 
[image: image89.wmf]М
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Линией уровня скалярного поля называется совокупность точек плоскости, в которых функция этого поля имеет одинаковые значения (
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Градиентом функции 
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Направление вектора 
[image: image99.wmf]grad



 EMBED Equation.3  [image: image100.wmf]z

в каждой точке 
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Производная функции 
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Пример 3. Найти градиент и производную функции 
[image: image108.wmf]2
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в точке М(3,4) в направлении вектора l, составляющего угол 
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Решение.  Найдем частные производные функции в точке М:
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Тогда градиент будет равен:         
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Найдем направляющие косинусы: 
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1.3   Поток векторного поля.

Пусть дано непрерывное стационарное векторное поле


[image: image114.wmf]k
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Рассмотрим гладкую ограниченную поверхность 
[image: image115.wmf]S

, расположенную в этом поле. Выберем на этой поверхности определенную сторону, которую назовем положительной стороной, а противоположную – отрицательной (будем называть такую поверхность ориентированной). Если поверхность 
[image: image116.wmf]S

 замкнутая, то внешнюю часть  считают положительной, а внутреннюю -  отрицательной. Пусть 
[image: image117.wmf]n

- единичный вектор нормали в точке 
[image: image118.wmf]M

 к поверхности 
[image: image119.wmf]S

, причем этот вектор направлен от отрицательной к положительной стороне поверхности.

Интеграл по поверхности      
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называется  потоком векторного поля 
[image: image121.wmf]A

 через ориентированную поверхность 
[image: image122.wmf]S

.

В случае гидродинамической интерпретации векторного поля 
[image: image123.wmf]A

, поток через ориентированную поверхность 
[image: image124.wmf]S

 равен количеству жидкости, протекшей за единицу времени через эту поверхность в направлении нормали 
[image: image125.wmf]n

. Если поток отрицателен, то в направлении противоположном нормали 
[image: image126.wmf]n

 протекает больше жидкости. Если поверхность 
[image: image127.wmf]S

 замкнутая и поток положителен, то из внутренней части поверхности 
[image: image128.wmf]S

 вытекает больше жидкости, чем туда втекает. Говорят, что внутри 
[image: image129.wmf]S

 имеются источники, постоянно выделяющие жидкость. Если поток отрицателен, то внутрь 
[image: image130.wmf]S

 втекает больше жидкости, чем вытекает из нее. В этом случае говорят, что внутри 
[image: image131.wmf]S

 имеются стоки, поглощающие жидкость.

     Пример 4. Найти поток векторного поля       
[image: image132.wmf](
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через верхнюю сторону треугольника 
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 с вершинами в точках
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[image: image1.wmf]          Решение.   Уравнение плоскости, в которой лежит треугольник 
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 проектируется на плоскость xOy в область, который тоже является треугольником (рисунок 4).
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                            Найдем скалярное произведение       
[image: image143.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

.

4

7

3

1

3

1

5

3

1

3

3

1

2

z

y

x

y

x

z

y

x

z

x

n

A

-

+

=

+

+

+

+

+

-

=

×

 


[image: image144.wmf]0

3

1

cos

>

=

g

, поэтому      
[image: image145.wmf]dxdy

dxdy

dv

dS

3

3

1

cos

=

=

=

g

.


[image: image146.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

.

3

5

1

5

8

1

5

8

1

4

7

3

4

7

3

1

1

0

1

0

1

=

-

+

=

-

+

=

=

+

+

-

+

=

×

-

+

=

×

=

ò

ò

òò

òò

òò

òò

-

-

-

=

x

D

D

D

y

x

z

S

dy

y

x

dx

dxdy

y

x

dxdy

y

x

y

x

dxdy

z

y

x

dS

n

A

П


1.4   Формула Остроградского.
Пусть 
[image: image147.wmf]V

 - некоторая область в трехмерном пространстве, ограниченная замкнутой поверхностью 
[image: image148.wmf]S

.

Теорема. Если функции 
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 непрерывны и имеют непрерывные частные производные во всех точках области 
[image: image150.wmf]V

 и на границе 
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, то справедливо следующее равенство:
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где 
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- внешняя нормаль поверхности 
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     Пример 5.  Вычислить поверхностный интеграл второго рода 
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 – внешняя сторона поверхности тетраэдра, ограниченного плоскостями 
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Решение. По формуле Остроградского получим
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1.5    Циркуляция векторного поля. Формула Стокса.
Рассмотрим векторное поле 
[image: image166.wmf]k
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 и замкнутый контур 
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, расположенный в этом поле.

Криволинейный интеграл        
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где 
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, называется циркуляцией векторного поля 
[image: image170.wmf]A

  по контуру
[image: image171.wmf]L

. Если 
[image: image172.wmf]A

 – силовое поле, то циркуляция поля по контуру 
[image: image173.wmf]L

 равна работе, совершаемой при перемещении точки в этом силовом поле по контуру
[image: image174.wmf]L

.

Теорема. Если функции 
[image: image175.wmf]R
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 непрерывны вместе с частными производными во всех точках поверхности 
[image: image176.wmf]S

 и на границе
[image: image177.wmf]L

, то справедливо равенство
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где  
[image: image179.wmf]{
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  – нормальный вектор поверхности 
[image: image180.wmf]S

 направленный так, что с конца этого вектора обход контура 
[image: image181.wmf]L

 кажется совершающимся против часовой стрелки. Эта формула называется формулой Стокса.
1.6 Варианты заданий
Задание 1. Данную функцию z=f(x, y) исследовать на экстремум.
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Задание  2. 

Найти производную скалярного поля u(x,y,z)

в точке М по направлению нормали к поверхности S, образую-

щей острый угол с положительным направлением оси Оz. 
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 Найти  grad U, если 

11 U(x, y, z) = x + y + z.

12. U(x, y, z) = 2x + y + 3z.

13. U(x, y, z) = 2x + 3y + 3z.

14. U(x, y, z) = 2x + 4y + z.

15. U(x, y, z) = 3x + y + 3z.

16. U(x, y, z) = 2x + 3y + z.

17. U(x, y, z) = 3x + 2y + z.

18. U(x, y, z) = 4x + 3y + z.

19. U(x, y, z) = 4x + 3y + 2z.

20. U(x, y, z) = 4x + 2y + 3z.

Задание 3.  
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7. Найти  div 
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8. Найти  div 
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9. Найти  div 
[image: image255.wmf]А
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10. Найти div 
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11. Найти  rot 
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12. Найти  rot 
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r

, если 
[image: image265.wmf]А

r

=
[image: image266.wmf]k

j

i

r

r

r

×

+

×

+

×

y

x

2z

3

.

13. Найти  rot 
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14. Найти  rot 
[image: image270.wmf]А
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15. Найти  rot 
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16. Найти  rot 
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17. Найти  rot 
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18. Найти  rot 
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19. Найти  rot 
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r

, если 
[image: image286.wmf]А

r

=
[image: image287.wmf]k

j

i

r

r

r

×

+

×

+

×

y

x

4z

2

3

.

20. Найти rot 
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Задание 4.

1. Найти поток векторного поля 
[image: image291.wmf]А
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 через поверхность пирамиды ОАВС (нормаль внешняя), О(0, 0, 0), А(1, 0, 0), В (0, 2, 0), 

С (0, 0, 2)     по формуле Остроградского.  

2. Найти поток векторного поля 
[image: image293.wmf]А
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 через поверхность пирамиды ОАВС (нормаль внешняя), О(0, 0, 0), А(2, 0, 0), В (0, 3, 0),

 С (0, 0, 2)     по формуле Остроградского. 

3. Найти поток векторного поля 
[image: image295.wmf]А
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 через поверхность пирамиды ОАВС (нормаль внешняя) О(0, 0, 0), А(4, 0, 0),      В (0, 1, 0), 

С (0, 0, 2)     по формуле Остроградского. 

4. Найти поток векторного поля 
[image: image297.wmf]А
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 через поверхность пирамиды ОАВС (нормаль внешняя) О(0, 0, 0), А(3, 0, 0),      В (0, 4, 0), 

С (0, 0, 1)     по формуле Остроградского. 

5. Найти поток векторного поля 
[image: image299.wmf]А
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 через поверхность пирамиды ОАВС (нормаль внешняя) О(0, 0, 0), А(5, 0, 0), В(0, 2, 0), С(0, 0, 1) по формуле Остроградского. 

6. Найти поток векторного поля 
[image: image301.wmf]А
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[image: image302.wmf]k
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 через поверхность пирамиды ОАВС (нормаль внешняя) О(0, 0, 0), А(3, 0, 0), В(0, 2, 0), С(0, 0, 2) по формуле Остроградского.

7. Найти поток векторного поля 
[image: image303.wmf]А
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 через поверхность пирамиды ОАВС (нормаль внешняя) О(0, 0, 0), А(2, 0, 0), В(0, 1, 0), С(0, 0, 2) по формуле Остроградского. 

8. Найти поток векторного поля 
[image: image305.wmf]А
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 через поверхность пирамиды ОАВС (нормаль внешняя) О(0, 0, 0), А(2, 0, 0), В(0, 4, 0), С(0, 0, 1) по формуле Остроградского. 

9. Найти поток векторного поля 
[image: image307.wmf]А
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 через поверхность пирамиды ОАВС (нормаль внешняя) О(0, 0, 0), А(4, 0, 0), В(0, 3, 0), С(0, 0, 1) по формуле Остроградского. 

10.Найти поток векторного поля 
[image: image309.wmf]А
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 через поверхность пирамиды ОАВС (нормаль внешняя) О(0, 0, 0), А(2, 0, 0), В(0, 5, 0), С(0, 0, 1) по формуле Остроградского.    

      11. Найти циркуляцию векторного поля 
[image: image311.wmf]А
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 по контуру треугольника ОМК  О(0, 0, 0), М (2, 0, 0), К (0, 2, 0)  по формуле Стокса. Отв. 4.

12. Найти циркуляцию векторного поля 
[image: image313.wmf]А
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 по контуру треугольника ОМК  О(0, 0, 0), М (2, 0, 0), К (0, 2, 0) по формуле Стокса. 

13. Найти циркуляцию векторного поля 
[image: image315.wmf]А
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 по контуру треугольника ОМК  О(0, 0, 0), М (2, 0, 0), К (0, 2, 0) по формуле Стокса. 

14. Найти циркуляцию векторного поля 
[image: image317.wmf]А
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 по контуру треугольника ОМК  О(0, 0, 0), М (3, 0, 0), К (0, 3, 0) по формуле Стокса. 

15. Найти циркуляцию векторного поля 
[image: image319.wmf]А
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 по контуру треугольника ОМК  О(0, 0, 0), М (3, 0, 0), К (0, 3, 0) по формуле Стокса. 

16. Найти циркуляцию векторного поля 
[image: image321.wmf]А
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 по контуру треугольника ОМК  О(0, 0, 0), М (2, 0, 0), К (0, 2, 0) по формуле Стокса. 

17.  Найти циркуляцию векторного поля 
[image: image323.wmf]А
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 по контуру треугольника ОМК  О(0, 0, 0), М (4, 0, 0), К (0, 4, 0) по формуле Стокса. 

18. Найти циркуляцию векторного поля 
[image: image325.wmf]А

r

=
[image: image326.wmf]k

j

x

i

r

r

r

×

+

×

+

×

y

z

2

 по контуру треугольника ОМК  О(0, 0, 0), М (4, 0, 0), К (0, 4, 0) по формуле Стокса. 

19. Найти циркуляцию векторного поля 
[image: image327.wmf]А
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 по контуру треугольника ОМК  О(0, 0, 0), М (4, 0, 0), К (0, 4, 0) по формуле Стокса. 

20. Найти циркуляцию векторного поля 
[image: image329.wmf]А
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 по контуру треугольника ОМК  О(0, 0, 0), М (1, 0, 0), К (0, 1, 0) по формуле Стокса. 

2 Элементы теории вероятностей

 Наблюдение явления (эксперимент) называется испытанием. Результат испытания называется событием.

Два события называются совместными, если появление одного из них не исключает появления другого в одном и том же испытании.

Два события называются несовместными, если появление одного из них исключает появления другого в одном и том же испытании.

Два события называются противоположными, если в данном испытании они несовместны и одно из них обязательно происходит.

Событие, противоположное событию 
[image: image331.wmf]A

, обозначают через 
[image: image332.wmf]A

.

Событие называют достоверным, если в данном испытании оно является единственно возможным.

Событие называют невозможным, если в данном испытании оно заведомо не может произойти.

Событие называют случайным, если оно объективно может наступить или не наступить в данном испытании.

Совокупность событий образует полную группу событий для данного испытания, если его результатом обязательно становится одно из них.

Событие 
[image: image333.wmf]A

 называется благоприятствующим событию  
[image: image334.wmf]B

, если наступление события 
[image: image335.wmf]A

 влечет за собой наступление события 
[image: image336.wmf]B

.

Классическое определение вероятности. Вероятностью 
[image: image337.wmf])
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 события 
[image: image338.wmf]A

 называют отношение 
[image: image339.wmf]n
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 числа исходов, благоприятствующих событию 
[image: image340.wmf]A

, к общему числу исходов, т.е.


[image: image341.wmf]n
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Свойства вероятности

1. Вероятность достоверного события равна единице: 
[image: image342.wmf]1
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2. Вероятность невозможного события равна нулю: 
[image: image343.wmf]0
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3. Вероятность случайного события есть число, заключенное между нулем и единицей:


[image: image344.wmf]1
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Суммой событий 
[image: image345.wmf]A

 и 
[image: image346.wmf]B

называется событие 
[image: image347.wmf]B
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, состоящее в том, что произошло или событие 
[image: image348.wmf]A

, или событие
[image: image349.wmf]B

, или оба одновременно.

Произведением событий 
[image: image350.wmf]A

 и 
[image: image351.wmf]B

 называют событие 
[image: image352.wmf]B
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, состоящее в том, что произошло и событие 
[image: image353.wmf]A

, и событие
[image: image354.wmf]B

.

Теорема сложения вероятностей несовместных событий. Вероятность наступления одного из несовместных событий равна сумме вероятностей этих событий:


[image: image355.wmf])
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Следствие. Сумма вероятностей противоположных событий равна единице:


[image: image356.wmf].
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Два события 
[image: image357.wmf]A

 и 
[image: image358.wmf]B

называют независимыми, если вероятность появления каждого из них не зависит от того, появилось другое событие или нет. В противном случае события называют зависимыми.

Условной вероятностью 
[image: image359.wmf])
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 события 
[image: image360.wmf]B

называют вероятность события 
[image: image361.wmf]B

, вычисленную в предположении, что событие 
[image: image362.wmf]A

  уже наступило.

Заметим, что если события 
[image: image363.wmf]A

 и 
[image: image364.wmf]B

 независимы, то 
[image: image365.wmf])
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Теорема умножения вероятностей.

 1. Вероятность произведения двух зависимых событий 
[image: image366.wmf]A

 и 
[image: image367.wmf]B

 равна произведению вероятности одного из них на условную вероятность другого, найденную в предположении, что первое уже наступило:


[image: image368.wmf])
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2. Вероятность произведения двух независимых событий 
[image: image369.wmf]A

 и 
[image: image370.wmf]B

 равна произведению вероятностей этих событий:


[image: image371.wmf])
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Теорема сложения вероятностей совместных событий. Вероятность суммы двух совместных событий равна сумме вероятностей этих событий без вероятности их произведения:


[image: image372.wmf])
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Формула полной вероятности. Вероятность события 
[image: image373.wmf]A

, которое может наступить лишь при условии появления одного из 
[image: image374.wmf]n

 попарно несовместных событий 
[image: image375.wmf]1
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, 
[image: image376.wmf]2
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 , …, 
[image: image377.wmf]n
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 (их называют гипотезами), образующих полную группу, равна сумме произведений вероятностей каждого из этих событий на соответствующую условную вероятность события 
[image: image378.wmf]A

:
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Формула Бейеса. Если произведено одно испытание, в результате которого произошло событие 
[image: image380.wmf]A

, то можно переоценить вероятности гипотез:
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[image: image382.wmf]n
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где вероятность 
[image: image383.wmf])
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вычисляется по формуле полной вероятности.

Пример 6. Три стрелка производят по одному выстрелу в цель независимо друг от друга. Вероятности попадания  в цель для каждого из них равны соответственно 0,7; 0,8; 0,9. Найти вероятность того, что: а) в цель попадет только один стрелок; б) в цель попадут только два стрелка; в) в цель попадет хотя бы один стрелок.

Решение.

а) Рассмотрим следующие события:


[image: image384.wmf]1

А

- первый стрелок попал в цель;


[image: image385.wmf]2

А

- второй стрелок попал в цель;


[image: image386.wmf]3

А

- третий стрелок попал в цель;


[image: image387.wmf]1

А

- первый стрелок не попал в цель;


[image: image388.wmf]2

А

-второй стрелок не попал в цель;


[image: image389.wmf]3

А

- третий стрелок не попал в цель.

По условию 
[image: image390.wmf].
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Пусть событие 
[image: image391.wmf]В

- попал только один стрелок. Тогда


[image: image392.wmf].
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Отсюда в силу несовместности событий-слагаемых и независимости событий-сомножителей


[image: image393.wmf].
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б)  Пусть событие 
[image: image394.wmf]С

 - попадут только два стрела. Тогда 


[image: image395.wmf].
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Отсюда


[image: image396.wmf].
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в) Пусть событие 
[image: image397.wmf]D

-попал хотя бы один стрелок. Тогда противоположное событие 
[image: image398.wmf]D

 -не попал ни один из них, т.е. 
[image: image399.wmf].
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 Поэтому 
[image: image400.wmf].
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Отсюда


[image: image401.wmf].
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Пример 7. Среди 15 калькуляторов, имеющихся в вычислительной лаборатории, лишь 6 новых, а остальные - бывшие в употреблении. Наугад взято три калькулятора. Какова вероятность того, что все они окажутся новыми?

      Решение.

      Рассмотрим события:

      
[image: image402.wmf]А

-первый из взятых калькуляторов новый;

      
[image: image403.wmf]В

-второй калькулятор новый;

      
[image: image404.wmf]С

-третий калькулятор новый.

   Тогда 
[image: image405.wmf].

15

6

)

(

=

А

Р


  Вероятность того, что второй калькулятор будет новый, при условии, что первым уже был отобран новый калькулятор, т.е. 
[image: image406.wmf]14
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В

Р

А

.

Вероятность того, что третьим будет отобран новый калькулятор, при условии, что уже отобраны два новых калькулятора, т.е. условная вероятность события 
[image: image407.wmf]С

,равна.


[image: image408.wmf].
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Искомая вероятность того, что все три отобранных калькулятора окажутся новыми, равна


[image: image409.wmf].
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2.1 Случайные величины

Случайной величиной называют переменную величину, которая в результате испытания случайно принимает одно из множества возможных значений.

Случайную величину, возможные значения которой можно записать в виде конечной или бесконечной последовательности, называют дискретной случайной величиной.

Случайную величину, которая может принимать все значения из некоторого числового промежутка называют непрерывной случайной величиной.

2.1.1 Дискретные случайные величины

 Рассмотрим дискретную случайную величину 
[image: image410.wmf]X

 с конечным множеством возможных значений. Величина 
[image: image411.wmf]X

считается заданной, если перечислены все ее возможные значения, а также вероятности, с которыми величина 
[image: image412.wmf]X

 может принять эти значения. Указанный перечень возможных значений и их вероятностей называют законом распределения дискретной случайной величины. Закон распределения дискретной случайной величины может быть задан в виде таблицы:

	
[image: image413.wmf]X


	
[image: image414.wmf]1
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[image: image415.wmf]2

x


	
[image: image416.wmf]3
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[image: image417.wmf]K
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[image: image419.wmf]n
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[image: image420.wmf]p


	
[image: image421.wmf]1
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[image: image422.wmf]2
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[image: image423.wmf]3
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[image: image424.wmf]K
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[image: image426.wmf]n
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Так как в результате испытания случайная величина 
[image: image427.wmf]X

 всегда примет одно из значений 
[image: image428.wmf]1

x

, 
[image: image429.wmf]2

x

, 
[image: image430.wmf]K

, 
[image: image431.wmf]n

x

, то


[image: image432.wmf]1

p

+
[image: image433.wmf]2

p

+
[image: image434.wmf]K

+
[image: image435.wmf]n

p

=1.

Случайные величины 
[image: image436.wmf]X

 и 
[image: image437.wmf]Y

 называют независимыми, если закон распределения каждой из них не зависит от того, какое возможной значение приняла другая величина.

2.1.2 Числовые характеристики дискретной случайной величины

Закон распределения полностью задает случайную величину. Однако, часто этот закон неизвестен. В таких случаях случайную величину изучают по ее числовым характеристикам.

Пусть некоторая дискретная случайная величина 
[image: image438.wmf]X

 задана законом распределения

	
[image: image439.wmf]X


	
[image: image440.wmf]1
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[image: image441.wmf]2
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[image: image442.wmf]K


	
[image: image443.wmf]n
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[image: image444.wmf]p


	
[image: image445.wmf]1
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[image: image446.wmf]2
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[image: image447.wmf]K


	
[image: image448.wmf]n
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Математическим ожиданием дискретной случайной величины называют сумму произведений всех ее возможных значений на соответствующие вероятности:


[image: image449.wmf]n
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Свойства математического ожидания:

1. Математическое ожидание постоянной величины 
[image: image450.wmf]C

 равно этой величине:


[image: image451.wmf]C
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2. Постоянный множитель можно выносить за знак математического ожидания:


[image: image452.wmf])
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3. Математическое ожидание суммы (разности) случайных величин равно сумме (разности)  их математических ожиданий:


[image: image453.wmf])
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4. Математическое ожидание произведения независимых величин равно произведению их математических ожиданий: 


[image: image454.wmf])
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Дисперсией 
[image: image455.wmf])
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D

 дискретной случайной величины 
[image: image456.wmf]X

 называют математическое ожидание квадрата отклонения случайной величины 
[image: image457.wmf]X

 от ее математического ожидания:


[image: image458.wmf](
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Дисперсия характеризует рассеяние возможных значений случайной величины относительно ее математического ожидания.

Свойства дисперсии дискретной случайной величины

1. Дисперсия дискретной случайной величины 
[image: image459.wmf]X

 равна разности между математическим ожиданием квадрата величины 
[image: image460.wmf]X

 и квадратом ее математического ожидания:


[image: image461.wmf](
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2. Дисперсия постоянной величины равна нулю.

3. Постоянный множитель можно выносить за знак дисперсии, возводя его в квадрат:


[image: image462.wmf])
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4. Дисперсия суммы (разности) независимых случайных величин равна сумме их дисперсий:


[image: image463.wmf])
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Средним квадратическим отклонением 
[image: image464.wmf])
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 случайной величины 
[image: image465.wmf]X

 называют корень из ее дисперсии:


[image: image466.wmf])
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Пример 8. Вычислить числовые характеристики дискретной случайной величины X, заданной законом распределения. 


[image: image467.wmf].
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Решение. Для вычисления  
[image: image468.wmf])

(

2

X

M

составим следующий закон распределения величины 
[image: image469.wmf]2

X

:


[image: image470.wmf].
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Тогда 


[image: image471.wmf](
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и  
[image: image472.wmf]04
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3) Для характеристики рассеяния возможных значений случайной величины вокруг ее среднего значения вводится среднее квадратическое отклонение 
[image: image473.wmf](
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 случайной величины Х, равное квадратному корню из дисперсии 
[image: image474.wmf])

(

X

D

, то есть 


[image: image475.wmf](
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Из этой формулы имеем: 
[image: image476.wmf].
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2.1.3 Непрерывные случайные величины

Для  непрерывной случайной величины, в отличие от дискретной, нельзя построить таблицу распределения. Поэтому непрерывные случайные величины описывают другим способом. Пусть задана непрерывная случайная величина с возможными значениями из интервала 
[image: image477.wmf])

;
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b

a

 и 
[image: image478.wmf]x

 - действительное число. Под 
[image: image479.wmf]x

X

<

 понимается событие «случайная величина 
[image: image480.wmf]X

 приняла значение, меньшее 
[image: image481.wmf]x

. 

Интегральной функцией распределения (или кратко функцией распределения)  непрерывной случайной величины называется функция 
[image: image482.wmf])
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, равная вероятности того, что 
[image: image483.wmf]X

 приняла значение, меньшее 
[image: image484.wmf]x

:


[image: image485.wmf])
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Отметим, что для дискретных случайных величин функция распределения определяется точно также.

Свойства интегральной функции распределения 
[image: image486.wmf])
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1. 
[image: image487.wmf].
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2. 
[image: image488.wmf])
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- неубывающая функция, т.е. если 
[image: image489.wmf]1
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3. Вероятность попадания случайной величины 
[image: image491.wmf]X

 в полуинтервал 
[image: image492.wmf])

;
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a

 равна разности значений функции распределения на правом и левом концах полуинтервала 
[image: image493.wmf])
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[image: image494.wmf])
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4. Вероятность того, что непрерывная случайная величина 
[image: image495.wmf]X

 примет какое-либо заранее заданное значение, равна нулю:


[image: image496.wmf]0
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5. Вероятности попадания непрерывной случайной величины в интервал, сегмент и полуинтервал с одними и те ми же концами одинаковы:


[image: image497.wmf])
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6.Если возможные значения случайной величины 
[image: image498.wmf]X

 принадлежат интервалу 
[image: image499.wmf])
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, то:
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[image: image500.wmf]0
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2) 
[image: image502.wmf]1
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[image: image503.wmf]b
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Дифференциальная функция распределения

Дифференциальной функцией распределения непрерывной случайной величины 
[image: image504.wmf]X

 (или ее плотностью вероятности) называется функция 
[image: image505.wmf])
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, равная производной интегральной функции:
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Так как 
[image: image507.wmf])
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- неубывающая функция, то 
[image: image508.wmf]0

)

(

³

x

f

.

Теорема. Вероятность попадания непрерывной случайной величины 
[image: image509.wmf]X

  в интервал 
[image: image510.wmf])

;

(

b

a

 равна определенному интегралу от дифференциальной функции распределения величины 
[image: image511.wmf]X

, взятому в пределах от 
[image: image512.wmf]a

 до 
[image: image513.wmf]b

:
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Математическим ожиданием непрерывной случайной величины 
[image: image515.wmf]X

 с плотностью вероятности 
[image: image516.wmf])
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 называют величину несобственного интеграла (если он сходится):
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Если случайная величина определена на отрезке 
[image: image518.wmf])
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, то


[image: image519.wmf]ò

×

=

b

a

dx

x

f

x

X

M

)

(

)

(

.

Дисперсией непрерывной случайной величины 
[image: image520.wmf]X

, математическое ожидание которой 
[image: image521.wmf])
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, а функция 
[image: image522.wmf])
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 является ее плотностью вероятности, называется величина несобственного интеграла (если он сходится):
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Дисперсию непрерывной случайной величины можно вычислить также по формуле
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Если случайная величина определена на отрезке 
[image: image525.wmf])
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Для непрерывной случайной величины среднее квадратическое отклонение определяется также, как и для дискретной:
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Свойства числовых характеристик непрерывной случайной величины совпадают со свойствами дискретной случайной величины.

Пример 9. .Непрерывная случайная величина Х задана интегральной функцией распределения 
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Найти: 1) дифференциальную функцию распределения f(x); 2) математическое ожидание М(Х) ;3) дисперсию D(X).

Решение. 1) Дифференциальной функцией распределения f(x) непрерывной случайной величины X называется производная от интегральной функции распределения F(x), то есть 
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Искомая дифференциальная функция имеет следующий вид :
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2) Если непрерывная случайная величина Х задана функцией f(x), то ее математическое ожидание определяется формулой
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Так как функция f(x) при 
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 и при 
[image: image533.wmf]1

f

x

 равна нулю, то из последней формулы имеем
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3) Дисперсию D(X) определим по формуле
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Тогда 
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Закон нормального распределения вероятностей

Закон распределения вероятностей непрерывной случайной величины называется нормальным, если ее дифференциальная функция 
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 определяется формулой
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где параметр 
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Нормальное распределение с параметрами 
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 называют нормированным. Дифференциальная функция в случае такого распределения
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Функция 
[image: image544.wmf])

(

x

f
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. Значения этой функции можно найти в специальной таблице.

Если случайная величина 
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 распределена по нормальному закону, то вероятность того, что 
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 примет значение из интервала 
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 - интегральная функция Лапласа. Значения этой функции можно найти в таблице. Интегральная функция Лапласа является нечетной, т.е. 
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Часто требуется вычислить вероятность того, что отклонение нормально распределенной случайной величины 
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 от ее математического ожидания по абсолютной величине меньше заданного числа 
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Пример 10. Длина детали представляет собой нормально распределенную случайную величину с математическим ожиданием 40 мм и средним квадратическим отклонением 3 мм.

Найти: 1) вероятность того, что длина произвольно взятой детали будет больше 34 мм и меньше 43 мм; 2)вероятность того, что длина детали отклонится от ее математического ожидания не более чем 1,5 мм.

Решение.  1) Пусть X- длина детали. Если случайная величина Х задана дифференциальной функцией f(x), то вероятность того,  что Х примет значения, принадлежащие отрезку 
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, определяется по формуле
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Вероятность выполнения строгих неравенств 
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 определяется той же формулой.

Если случайная величина Х распределена по нормальному закону, то 
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где Ф(x)- функция Лапласа, 
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В задаче а=40,
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2) По условию задачи 
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то есть     
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Следовательно
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2.2  Варианты заданий

Задание 5.

 Заданы математическое ожидание m и среднее квадратическое отклонение ( нормально распределенной случайной величины х. Найти: 1) вероятность того, что х примет значение, принадлежащее интервалу ((, (); 2) вероятность того, абсолютная величина отклонения |x-m| окажется меньше (.

1. m=15, (=2, (=16, (=25, (=4.

2. m=14, (=4, (=18, (=34, (=8.

3. m=13, (=4, (=15, (=17, (=6.

4. m=12, (=5, (=17, (=22, (=15.

5. m=11, (=3, (=17, (=26, (=12.

6. m=10, (=2, (=11, (=13, (=5.

7. m=9, (=4, (=15, (=19, (=18.

8. m=8, (=2, (=6, (=15, (=8.

9. m=7, (=5, (=2, (=22, (=20.

10. m=6, (=3, (=0, (=9, (=9.

11. m=15, (=2, (=9, (=19, (=3.

12. m=14, (=4, (=10, (=20, (=4.

13. m=13, (=4, (=11, (=21, (=8.

14. m=12, (=5, (=12, (=22, (=10.

15. m=11, (=4,  (=13, (=23, (=6.

16. m=10, (=8, (=14, (=18, (=2.

17. m=9, (=3, (=9, (=18, (=6.

18. m=8, (=4, (=8, (=12, (=8.

19. m=7, (=2, (=6, (=10, (=4.

20. m=6, (=2, (=4, (=12, (=4.

Задание 6.
1. В цехе работают 6 мужчин и 4 женщины. По табельным номерам на удачу отобраны 7 человек. Найти вероятность того, что среди отобранных лиц окажутся 3 женщины.

2. В группе 12 студентов, среди которых 8 отличников. По списку наудачу отобраны 9 студентов. Найти вероятность того, что среди отобранных студентов 5 отличников.

3. Собрание, на котором присутствуют 25 человек, в том числе 5 женщин, выбирает делегацию из 3 человек. Считая, что каждый из присутствующих с одинаковой вероятностью может быть избран, найти вероятность того, что в делегацию войдут 2 женщины и 1 мужчина.

4. Вероятность попадания в мишень при одном выстреле для первого стрелка равна р, а для второго – 0.7. Известно, что вероятность ровно одного попадания при одном выстреле обоих стрелков равна 0.38. Найдите р.

5. Бросают 4 игральные кости. Найти вероятность того, что на всех выпадет одинаковое число очков.

6. В партии из 10 изделий имеется 4 бракованных. Наугад выбирают 5 изделий. Определить вероятность того, что среди этих 5 изделий окажется 3 бракованных.

7. Три стрелка стреляют по цели. Вероятность попадания в цель для первого стрелка равна 0.75; для второго – 0.8, для третьего – 0.9. Найти вероятность того, что: 1) все три стрелка попадут в цель; 2) все трое промахнутся; 3) только один стрелок попадет в цель; 4) хотя бы один стрелок попадет в цель.

8. В первом ящике 6 белых и 4 черных шара, во втором – 7 белых и 3 черных. Из каждого ящика наугад вынимают по одному шару. Чему равна вероятность того, что вынутые шары разного цвета?

9. На двух станках производятся одинаковые детали. Вероятность того, что деталь стандартная, для первого станка равна 0.8, для второго – 0.9. Производительность второго станка втрое больше, чем первого. Найти вероятность того, что взятая наудачу деталь окажется стандартной.

10. Из партии, в которой 20 деталей без дефектов и 5 с дефектами, берут наудачу 3 детали. Чему равна вероятность того, что: 1) все три детали без дефектов; 2) по крайней мере одна деталь без дефектов?

11. Слово «карета», составленное из букв-кубиков, рассыпано на отдельные буквы, которые затем сложены в коробке. Из коробки наугад извлекают буквы одну за другой. Какова вероятность получить при таком извлечении слова «ракета»?

12. Ящик содержит 10 деталей, среди которых 3 стандартных. Найти вероятность того, что из наудачу отобранных 5 деталей окажется не более одной стандартной.

13. Брошены два одинаковых игральных кубика. Найти вероятность того, что цифра 6 появиться хотя бы на одной грани.

14. Для поражения цели достаточно попадания хотя бы одного снаряда. Произведено два залпа из орудий. Найти вероятность поражения цели, если вероятность попадания в цель при одном выстреле из первого орудия равна 0.3, а из второго - 0.4.

15. Монету бросают 5 раз. Найти вероятность того, что «герб» выпадет: а) менее 2 раз; б) не менее 2 раз.

16. Найти вероятность того, что событие А произойдет не менее 2 раз в 4 независимых испытаниях, если вероятность наступления события А в одном испытании равна 0.6.

17. Вероятность наступления события А хотя бы один раз при трех испытаниях равна 0.936. Найти вероятность наступления события А при одном испытании. 

18. Пусть вероятность того, что телевизор потребует ремонта в течении гарантийного срока, равна 0.2. Найти вероятность того, что в течение гарантийного срока из 6 телевизоров: а) не более одного потребует ремонта; б) хотя бы один не потребует ремонта.

19. Вероятность выиграть по лотерейному билету равна 1/7. Найти вероятность выиграть не менее чем по двум билетам из шести.

20. Вероятность попадания при каждом выстреле равна 0.4. Найти вероятность разрушения объекта, если для этого необходимо не менее трех попаданий, а сделано 15 выстрелов.

Задание 7.  
Две независимые дискретные случайные величины Х и У заданы своими законами распределения. Найти математическое ожидание и дисперсию для случайно величины

Z=3X-2Y.

3  Две независимые дискретные случайные величины Х и У заданы своими законами распределения. Найти математическое ожидание и дисперсию для случайно величины

Z=3X-2Y.

1.     

	X
	-6
	8
	
	9
	Y
	10
	-8
	2

	P
	0.1
	0.1
	
	0.6
	P
	0.2
	0.4
	0.6


 2.   

	X
	-2
	-1
	
	0
	Y
	3
	-3
	2

	P
	0,2
	0,5
	
	0,1
	P
	0,2
	0,3
	0,7


3.

	X
	-5
	-4
	
	-2
	Y
	3
	-8
	-1

	P
	0,1
	0,5
	
	0,2
	P
	0,2
	0,7
	0,3


4.

	X
	-6
	-3
	
	2
	Y
	1
	-2
	8

	P
	0,3
	0,3
	
	0,2
	P
	0,2
	0,2
	0,8


5.

	X
	-4
	-2
	
	-1
	Y
	3
	-3
	-1

	P
	0,1
	0,3
	
	0,2
	P
	0,4
	0,4
	0,6


 6.

	X
	-2
	0
	
	1
	Y
	4
	1
	3

	P
	0,5
	0,1
	
	0,2
	P
	0,2
	0,2
	0,8


7.

	X
	-7
	-5
	
	-2
	Y
	3
	-3
	4

	P
	0,4
	0,4
	
	0,1
	P
	0,1
	0,1
	0,9


8.

	X
	-1
	2
	
	4
	Y
	8
	-2
	1

	P
	0,2
	0,5
	
	0,1
	P
	0,2
	0,8
	0,2


9.

	X
	-8
	-6
	
	-1
	Y
	5
	3
	7

	P
	0,5
	0,1
	
	0,2
	P
	0,2
	0,2
	0,8


10. 

	X
	-2
	1
	
	3
	Y
	8
	7
	10

	P
	0,1
	0,1
	
	0,3
	P
	0,5
	0,1
	0,9


11.

	X
	-7
	0
	
	2
	Y
	6
	-3
	2

	P
	0,5
	0,1
	
	0,3
	P
	0,1
	0,3
	0,7


12.

	X
	-4
	-1
	
	3
	Y
	8
	1
	4

	P
	0,1
	0,6
	
	0,2
	P
	0,1
	0,6
	0,4


13.

	X
	-5
	-2
	
	3
	Y
	7
	1
	5

	P
	0,1
	0,3
	
	0,2
	P
	0,4
	0,2
	0,8


14.

	X
	-3
	-1
	
	0
	Y
	2
	-3
	2

	P
	0,3
	0,2
	
	0,2
	P
	0,3
	0,5
	0,5


15.

	X
	-8
	-6
	
	-1
	Y
	3
	2
	8

	P
	0,1
	0,3
	
	0,2
	P
	0,4
	0,3
	0,7


16.

	X
	-2
	-1
	
	3
	Y
	8
	1
	5

	P
	0,1
	0,5
	
	0,2
	P
	0,2
	0,7
	0,3


17.

	X
	-3
	0
	
	2
	Y
	7
	3
	4

	P
	0,1
	0,6
	
	0,2
	P
	0,1
	0,2
	0,8


18.

	X
	-5
	1
	
	2
	Y
	4
	2
	3

	P
	0,2
	0,3
	
	0,1
	P
	0,4
	0,4
	0,6


19.

	X
	-3
	2
	
	4
	Y
	6
	3
	7

	P
	0,3
	0,2
	
	0,2
	P
	0,3
	0,9
	0,1


20.

	X
	-3
	-7
	
	1
	Y
	2
	2
	4

	P
	0,1
	0,2
	
	0,3
	P
	0,4
	0,3
	0,7


Задание 8.
 Случайная величина Х задана функцией распределения вероятностей F(x). Найти: а) вероятность попадания случайно величины Х в интервал (
[image: image569.wmf]3

2

3

1

;

); б) плотность распределения вероятностей случайной величины Х; в) математическое ожидание случайной величины Х. 
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