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Раздел 7. Практическое решение инженерных и научных задач  на ПК с использованием математических пакетов

7.1. Цель курсовой работы

Целью курсовой работы является:

· получение практических навыков решения задач, требующих применения численных методов и методов оптимизации;

· изучение возможностей математических пакетов и развития навыков их практического использования  для получения числовых и символьных решений вычислительных задач, а также графических иллюстраций полученных результатов;
· изучение и использование средств персонального компьютера для оформления отчета по курсовой работе. 

7.2. Общие требования к отчету 

 Отчет по курсовой работе (пояснительная записка) оформляется на стандартных листах  формата А4. Для ввода текста должны быть использованы следующие настройки:  шрифт - Times New Roman, размер шрифта для ввода основного текста – 12, для заголовков глав и пунктов следует использовать элемент панели форматирования Стиль, позволяющего произвести выбор соответствующего уровня вложения заголовка. Страницы текста пояснительной записки должны быть пронумерованы (на титульном листе номер не указывается).
Под «ручным расчетом» понимается расчет, проводимый по формулам соответствующего метода с  использованием математического пакета Mathcad в качестве многофункционального калькулятора.  «Расчет средствами MathCad» - это расчет, в котором используются необходимые встроенные функции пакета Mathcad.
Все расчеты и графики, используемые для иллюстраций текста,  выполненные с  использованием средств пакета Mathcad, помещаются в текст отчета через буфер памяти.
Результаты решения и вывод промежуточных значений следует оформлять в виде таблиц с необходимыми комментариями.
Титульный лист оформляется по принятому стандарту, при этом он должен содержать номер варианта, сведения о студенте, выполнившим данную  курсовую работу (группа, фамилия и инициалы), а также фамилию преподавателя.
Перед выполнением работы рекомендуется изучить теоретический материал [1], [2] и разобрать приведенный ниже пример выполнения задания.

7.3. Общее задание
1. Получить линейную 
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 и квадратичную 
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 аппроксимирующие функции заданной функции y(x) в табл. 7-1 методом наименьших квадратов для степенного базиса, для чего: 

· выполнить «ручной расчет» параметров линейной аппроксимирующей функции; 
· получить систему нормальных уравнений и выполнить «ручной расчет» ее параметров для проведения квадратичной аппроксимирующей функции; 

· проверить полученные результаты «расчетом средствами MathCad»;
· вычислить значения аппроксимирующих функций в узлах аппроксимации; 

· построить график заданной функции (множество заданных точек) и графики линейной и квадратичной аппроксимации функций; 

· оценить качество аппроксимации. 
2. Найти два корня уравнения 
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 с заданной точностью
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. Для этого необходимо: 

· отделить корни уравнения;
· проверить (аналитически) условия сходимости применяемых методов решения уравнений (в случае необходимости привести уравнение к виду, обеспечивающему сходимость процесса приближения к корню); 

· выбрать начальные приближения; 

· записать рекуррентную формулу для уточнения корня и произвести по ним «ручной расчет» 3-х итераций;

· оценить погрешности, приняв за точные значения 
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 и 
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, полученные «расчетом средствами MathCad»;
· вычислить значение корней «расчетом средствами MathCad».

3. Вычислить значение определенного интеграла, для чего:

· произвести «ручной расчет»  
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 при разбиении отрезка интегрирования на n1=10 и  n2=20 интервалов, где 
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  – корни уравнения 
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;

· оценить погрешность интегрирования;

· вычислить значение
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 с использованием «расчета средствами MathCad».
4. Определить точку экстремума функции 
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 методами одномерной оптимизации (с точностью 
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), для чего: 

· проверить условие унимодальности функции и выбрать начальный отрезок оптимизации; 

· провести «ручной расчет» 3-х итераций по сокращению отрезка оптимизации и проверить условие окончания поиска минимума (максимума) функции;

· определить точку экстремума функции 
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 «расчетом  средствами MathCad».
7.4. Варианты  индивидуальных заданий
В каждом варианте значения переменной  
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 вычисляются по правилу: 
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Значения параметра 
[image: image17.wmf]a

и номер варианта определяется из табл. 7-1.
     Таблица 7-1

	Последние две цифры номера студенческого билета
	1-30
	31-60
	61-90
	91-99

	Номер варианта
	1-30
	1-30
	1-30
	1-30

	Значения параметра 
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 (для группы 51)
	0
	2
	-1
	1

	Значения параметра 
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 (для группы 52)
	-1
	1
	-2
	2

	Значения параметра 
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 (для группы 53)
	2
	-1
	1
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	Вариант № 3
	Вариант № 4

	i
	
[image: image21.wmf]i

x


	
[image: image22.wmf]i

y


	
[image: image23.wmf]i

x


	
[image: image24.wmf]i

y


	
[image: image25.wmf]i

x


	
[image: image26.wmf]i

y


	
[image: image27.wmf]i

x


	
[image: image28.wmf]i

y



	0
	7
	-1.976
	-1
	-0.356
	-12
	0.88
	-11
	1.256

	1
	9
	-0.19
	1
	1.376
	-10
	1.266
	-9
	0.91

	2
	11
	1.576
	3
	1.03
	-8
	0.286
	-7
	-0.436

	3
	13
	3.056
	5
	-0.316
	-6
	-1.06
	-5
	-1.416

	4
	16
	2.926
	7
	-1.296
	-4
	-1.406
	-3
	-1.03

	5
	17
	2.524
	9
	-0.91
	-2
	-0.386
	-1
	-0.356
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	-9
	0.91
	-13
	0.236
	0
	-9
	0.91
	-13

	1
	-8
	0.286
	-11
	1.256
	1
	-8
	0.286
	-11

	2
	-7
	-0.436
	-9
	0.91
	2
	-7
	-0.436
	-9

	3
	-6
	-1.06
	-7
	-0.436
	3
	-6
	-1.06
	-7

	4
	-5
	-1.416
	-5
	-1.416
	4
	-5
	-1.416
	-5

	5
	-4
	-1.406
	-3
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	5
	-4
	-1.406
	-3
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	0.88
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	-10
	1.266
	2
	1.386
	1
	-10
	1.266
	2

	2
	-8
	0.286
	4
	0.406
	2
	-8
	0.286
	4

	3
	-6
	-1.06
	6
	-0.939
	3
	-6
	-1.06
	6

	4
	-4
	-1.406
	8
	-1.286
	4
	-4
	-1.406
	8

	5
	-2
	-0.386
	10
	-0.266
	5
	-2
	-0.386
	10
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	-0.939
	11

	1
	8
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	1.496
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	-1.286
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	10
	-0.266
	15
	1.15
	2
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	-0.266
	15

	3
	12
	1.12
	17
	-0.196
	3
	12
	1.12
	17

	4
	14
	1.508
	19
	-1.176
	4
	14
	1.508
	19

	5
	16
	0.526
	21
	-1.376
	5
	16
	0.526
	21
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	-15
	1,25
	-14
	1,594
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	-15
	1,25
	-14
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	-13
	2,056
	-12
	2,44
	1
	-13
	2,056
	-12

	2
	-11
	2,577
	-10
	2,366
	2
	-11
	2,577
	-10

	3
	-9
	1,81
	-8
	1,006
	3
	-9
	1,81
	-8

	4
	-7
	0,124
	-6
	-0,064
	4
	-7
	0,124
	-6

	5
	-5
	-1,116
	-4
	-1,206
	-3
	-0.91
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	-0,326


	
	Вариант № 21
	Вариант № 22
	Вариант № 23
	Вариант № 24

	i
	
[image: image61.wmf]i

x


	
[image: image62.wmf]i

y


	
[image: image63.wmf]i

x


	
[image: image64.wmf]i

y


	
[image: image65.wmf]i

x


	
[image: image66.wmf]i

y


	
[image: image67.wmf]i

x


	
[image: image68.wmf]i

y



	0
	-11
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	-1
	0,376
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	-9
	1,81
	-4
	-1,206
	-4
	-1,206
	1
	1,376

	2
	-7
	-0,124
	-2
	-0,326
	-3
	-0,91
	3
	1,09

	3
	-5
	-1,116
	0
	1
	-2
	-0,326
	5
	-0,116

	4
	-3
	-0,91
	2
	1,406
	-1
	0,376
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	-0,876
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	-1
	-0,376
	4
	0,526
	0
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	-0,876
	9
	-0,19
	10
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	11
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7.5. Пример выполнения задания

Пусть функция 
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 задана таблицей 
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	-1,15
	0,236
	1,256
	0,91
	-0,436
	-1,416
	-1,03


1.  Аппроксимация исходной функции

· Выполнение «ручного расчета» параметров линейной аппроксимации 
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Искомая линейная аппроксимирующая функция: 
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· Получение системы нормальных уравнений и выполнение «ручного расчета» ее параметров для проведения квадратичной  аппроксимации: 
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Составим и решим систему нормальных уравнений для определения параметров многочлена второй степени. 
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Запишем в следующую таблицу элементы матрицы Грама и столбец сводных 
членов. 

	i
	x0
	x1
	x2
	x3
	x4
	y
	y*x
	y*x2

	0
	1
	-15
	225
	-3375
	50625
	-1,15
	17,25
	-258,75

	1
	1
	-13
	169
	-2197
	28561
	0,236
	-3,068
	-258,75

	2
	1
	-11
	121
	-1331
	14641
	1,256
	-13,816
	151,976

	3
	1
	-9
	81
	-729
	6561
	0,91
	-8,190
	73,71

	4
	1
	-7
	49
	-343
	2401
	-0,436
	3,052
	-21,364

	5
	1
	-5
	25
	-125
	625
	-1,416
	7,08
	-35,4

	6
	1
	-3
	9
	-27
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Система нормальных уравнений имеет вид:
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Решим системы линейных уравнений в матричном виде:
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Решение системы нормальных уравнений: 
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Искомая аппроксимирующая функция: 
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· Вычисление значений аппроксимирующих функций 
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· Проверка решения  задачи линейной и квадратичной аппроксимации с использованием «расчета средствами пакета MathCad»
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Линейная аппроксимация
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 Квадратичная аппроксимация
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· Графики функций: заданной функции (множество заданных точек) и графики линейной и квадратичной аппроксимации функций
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· Оценим качество аппроксимации: 
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2. Нахождение двух корней уравнения 
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· Отделим корни уравнения:       
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На отрезках [-14; -13] и [-7; -6] функция 
[image: image129.wmf])
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 меняет знаки, т.е. существует, по крайней мере, по одному корню. Поскольку знак первой (и второй) производной на выбранных отрезках остается постоянным, то можно сказать, что функция на этих отрезках монотонна. Следовательно, выбранные отрезки содержат по одному корню.
· Уточнение корней уравнения 
[image: image130.wmf]0
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 (1-й корень уточним методом Ньютона, а 2-й корень уточним методом итераций)
1) Уточним 1-й корень уравнения 
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  на отрезке [-14;-13] методом Ньютона. 

· Достаточные условия сходимости метода Ньютона определены теоремой [1]:
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             В нашем случае на отрезке [-14;-13] требования теоремы выполняются. 
· Выберем начальное приближение x0, удовлетворяющее условию: 
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· Рекуррентная формула для уточнения корня уравнения по методу           Ньютона: 
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· «Ручной расчет» 3-х итераций по уточнению корня уравнения 
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             Сведем результаты расчета в следующую таблицу:    
	i
	xi
	f(xi)

	0
	-14
	-0.2756

	1
	-13.3348
	-2.2145E-02

	2
	-13.2889
	-1.82238E-04

	3
	-13.2883
	-1.36138E-08


· Оценим погрешность вычисления 1-го корня после 3-х итераций, с использованием формулы  6.2.3-11 в [2], где  
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· Найдем 1-й корень уравнения «расчетом средствами MathCad»  с использованием функции root:
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              Таким образом,  x1 = -13.8839
2) Уточним 2-й корень на отрезке [-7,-5] методом итерации. 
· Воспользуемся предложенной методикой [1] получения итерирующей 
     функции. 
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           r = 0.386, а 
[image: image166.wmf])

(

2

x

F

¢

 < 0,  следовательно, 0 < 
[image: image167.wmf]l

< 2.59. Пусть 
[image: image168.wmf]l

=1. 
·  Запишем рекуррентную формулу для вычисления приближений к корню 
     по формуле: 
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· Выберем начальное приближение к корню из условия 
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· Выполним, согласно рекуррентной формуле, 3  итерации, а результаты расчета сведем в таблицу.
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	-0.0789
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	-00498
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· Оценим погрешность вычисления данного корня после 3-х итераций,    с помощью  выражения 6.2.3-4 в [2], где 
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· Найдем корень уравнения с использованием встроенной функции root:
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                  Таким образом,  x2 = -6.34599

3. Вычисление определенного интеграла
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· Произведем «ручной расчет»  
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 при разбиении отрезка интегрирования на n1=10 и   n = 20, получим значения определенного интеграла методами Симпсона, трапеций и средних прямоугольников. 
1) Метод средних прямоугольников
	[image: image191.wmf]F2

x

(

)

0.0506

-

x

2

0.9935

x

-

4.2667

-

:=


 [image: image192.wmf]n

10

:=

   [image: image193.wmf]x1

13.2892

-

:=

     [image: image194.wmf]x2

6.3451

-

:=

       [image: image195.wmf]h

x2

x1

-

n

1

-

:=

   [image: image196.wmf]i

0

n

1

-

..

:=


       [image: image197.wmf]x

i

x1

h

2

æ

ç

è

ö

÷

ø

+

i

h

×

+

:=

     [image: image198.wmf]y

i

F2

x

i

(

)

:=


       [image: image199.wmf]Ip10

h

i

y

i

å

æ

ç

è

ö

÷

ø

×

2.7309

=

:=


[image: image200.wmf]n

20

:=

    [image: image201.wmf]h

x2

x1

-

n

1

-

:=

     [image: image202.wmf]i

0

n

1

-

..

:=


    [image: image203.wmf]x

i

x1

h

2

æ

ç

è

ö

÷

ø

+

i

h

×

+

:=

    [image: image204.wmf]y

i

F2

x

i

(

)

:=


     [image: image205.wmf]Ip20

h

i

y

i

å

æ

ç

è

ö

÷

ø

×

2.8037

=

:=




2) Метод трапеций
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3) Метод Симпсона
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	      N
	Метод средних прямоугольников
	Метод трапеций
	Метод Симпсона

	     10
	I = 2.7309
	I = 2.7202
	I = 2.8671

	     20
	I = 2.82037
	I = 2.8053
	I = 2.8385


· Оценим погрешности по правилу Рунге: 
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        Для методов средних прямоугольников и трапеций  при k = 2:
                  Rср.п. = 0.0243,     Rтрап. =0.0284.
                  Для метода Симпсона  при k = 4,  Rc = 0.001967. 
· Вычислим значение 
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с использованием «расчета средствами MathCad»:
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4. Нахождение точки экстремума методами одномерной 
      оптимизации
Для нахождения точки экстремума применим методы дихотомии и золотого сечения, причем для нахождения максимума следует ввести новую функцию             
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, где в нашем примере 
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· Проверка условий унимодальности функции 
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 выбор отрезка неопределенности.
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Из приведенных расчетов видно, что на отрезке  [-10;-9,5] функция f(x) – унимодальная,  и, следовательно, этот  отрезок может быть выбран в качестве начального отрезка неопределенности. 
· Проведение «ручного расчета» 3-х итераций по сокращению отрезка неопределенности
1) метод дихотомии: 
	[image: image248.wmf]F2

x

(

)

0.0506

-

x

2

0.9935

x

-

4.2667

-

:=

     [image: image249.wmf]f

x

(

)

F2

x

(

)

-

:=

   [image: image250.wmf]e

0.01

:=

    [image: image251.wmf]d

e

5

2

10

3

-

´

=

:=


[image: image252.wmf]1.

  [image: image253.wmf]a

0

10.5

-

:=

  [image: image254.wmf]b

0

9.5

-

:=

  [image: image255.wmf]x1

a

0

b

0

+

2

d

×

-

2

10.002

-

=

:=

  [image: image256.wmf]x2

a

0

b

0

+

2

d

×

+

2

9.998

-

=

:=


    [image: image257.wmf]f

x1

(

)

0.60826

-

=

   [image: image258.wmf]f

x2

(

)

0.60834

-

=

   [image: image259.wmf]f

x1

(

)

f

x2

(

)

>

    [image: image260.wmf]b

0

a

0

-

1

=


[image: image261.wmf]2.

   [image: image262.wmf]a

1

x1

10.002

-

=

:=

   [image: image263.wmf]b

1

b

0

9.5

-

=

:=


      [image: image264.wmf]x1

a

1

b

1

+

2

d

×

-

2

9.753

-

=

:=

[image: image265.wmf]x2

a

1

b

1

+

2

d

×

+

2

9.749

-

=

:=


     [image: image266.wmf]f

x1

(

)

0.60978

-

=

   [image: image267.wmf]f

x2

(

)

0.60976

-

=

 [image: image268.wmf]f

x1

(

)

f

x2

(

)

<

    [image: image269.wmf]b

1

a

1

-

0.502

=


[image: image270.wmf]3.

  [image: image271.wmf]a

2

a

1

10.002

-

=

:=

 [image: image272.wmf]b

2

x2

9.749

-

=

:=


     [image: image273.wmf]x1

a

2

b

2

+

2

d

×

-

2

9.8775

-

=

:=

  [image: image274.wmf]x2

a

2

b

2

+

2

d

×

+

2

9.8735

-

=

:=


    [image: image275.wmf]f

x1

(

)

0.60981

-

=

  [image: image276.wmf]f

x2

(

)

0.60983

-

=

  [image: image277.wmf]f

x1

(

)

f

x2

(

)

>

  [image: image278.wmf]b

2

a

2

-

0.253

=


   [image: image279.wmf]a

3

x1

9.8775

-

=

:=

  [image: image280.wmf]b

3

b

2

9.749

-

=

:=


   [image: image281.wmf]xmin

a

3

b

3

+

2

9.81325

-

=

:=

   [image: image282.wmf]f

xmin

(

)

0.60999

-

=




	N
	a
	b
	f(x1)
	f(x2)
	b-a

	1
	-10.5
	-9.5
	 -0.60826
	-0.60834
	1.00

	2
	-10.002
	-9.5
	 -0.60978
	 -0.60976
	0.502

	3
	-10.002
	-9.749
	 -0.60181
	 -0.60983
	0.253


После 3-х итераций  xmаx
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2) метод золотого сечения: 
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	N
	a
	b
	f(x1)
	f(x2)
	b-a

	1
	   -10.5
	 -9.5
	-0.60541
	 -0.60978
	 1.00

	2
	  -10.118
	 -9.69098
	-0.60978
	 - 0.60966
	 0.618

	3
	  -10.118
	 -9.73608
	-0.60878
	 -0.60978
	 0.38192


  После 3-х итераций  xmax
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· Решим задачу оптимизации «расчетом средствами MathCad» 
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