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Рабочая программа

Первый семестр

1. Линейная алгебра

1.1. Определители второго и третьего порядков. Основные свойства определителей, минор и алгебраическое дополнение. Понятие об определителе n-ого порядка и его вычислении. 

1.2. Матрицы. Их виды. Алгебра матриц. Обратная матрица. 

1.3. Решение систем линейных уравнений (СЛУ) методом Крамера и матричным методом.

1.4. Решение СЛУ методом Гаусса.

2. Векторная алгебра и аналитическая геометрия

2.1. Векторы. Линейные операции над векторами, их свойства. Базис в пространстве, орты, декартова система координат. Направляющие косинусы.

2.2. Скалярное произведение, его свойства, приложения. 

2.3. Векторное произведение. Его свойства. Геометрический и механический смысл векторного произведения. Условие коллинеарности векторов. 

2.4. Смешанное произведение. Его свойства, приложения смешанного произведения. 

2.5. Нормальное уравнение плоскости в векторной и координатной формах. Общее уравнение плоскости. Уравнение плоскости, проходящей через три точки. Условия параллельности и перпендикулярности плоскостей.

2.6. Векторное, канонические и параметрические уравнения прямой. Пересечение прямой и плоскости. Расстояние от точки до плоскости. Параллельность и перпендикулярность прямых; прямой и плоскости.

2.7. Уравнение линии на плоскости. Простейшие задачи аналитической геометрии.

2.8. Линии второго порядка: окружность, эллипс, гипербола, парабола.

2.9. Приведение к каноническому виду кривых второго порядка.

2.10. Цилиндрические и сферические координаты.

2.11. Полярная система координат. Уравнения кривых второго порядка в полярных координатах. 

3. Комплексные числа

Комплексные числа, действия с ними. Изображение комплексного числа на плоскости. Модуль и аргумент комплексного числа. Алгебраическая и тригонометрическая формы записи комплексного числа. Формула Эйлера. Показательная форма записи комплексного числа. Формула Муавра.

4. Введение в математический анализ

4.1. Функции и графики. Область определения и  область значений функции. Способы задания. Основные элементарные функции. Обратные функции. Сложные функции.

4.2. Числовая последовательность. Пределы функции одной и нескольких переменных.

4.3. Понятие бесконечно малой (БМ) и бесконечно большой (ББ) величин, их свойства. Простейшие свойства пределов. Сравнение БМ и ББ. Свойства эквивалентных БМ и ББ.

4.3. Предельный переход в неравенстве. Признаки существования предела. Первый и второй замечательные пределы и их следствия. Таблица основных эквивалентных БМ.

4.4. Непрерывность функции одной переменной. Односторонние пределы функции в точке. Точки разрыва функции и их классификация. Свойства функций, непрерывных в точке и на отрезке. 

4.5. Численные методы решения нелинейных уравнений. Метод половинного деления, хорд и касательных.
Рекомендуемая литература

1. Беклемишев Д.В. Курс аналитической геометрии и линейной алгебры. М.: Наука, 1998. 320 с.

2. Пискунов Н.С. Дифференциальное и интегральное исчисление: Учеб. для втузов. В 2-х томах. Т. I. М.: Интеграл-пресс, 2002. 416 с.

3. Данко П.Е., Попов А.Г., Кожевникова Т.Я. Высшая математика в упражнениях и задачах. Часть 1. М.: Высшая школа, 2001. 416 с.

4. Сборник задач и упражнений по высшей математике: Общий курс: Учеб. пособие / А.В. Кузнецов, Д.С. Кузнецова, Е.И. Шилкина и др. Минск: Высшая школа, 1994. 284 с.

5. Бугров Я.С., Никольский С.М. Высшая математика. Элементы линейной алгебры и аналитической геометрии. М.: Наука, 1980.

Порядок выполнения и защиты контрольных работ по высшей математике

1. Выполнение учебного задания проводится по графику, устанавливаемому кафедрой высшей математики. 

2. Решения задач необходимо представлять в письменном виде. Нумерация задач должна совпадать с их нумерацией в учебном задании.

3. Во время защиты студент должен уметь отвечать на теоретические вопросы, пояснять решения примеров из задания, решать примеры аналогичного типа.


4. Студенты, не получившие зачет по контрольной работе, не допускаются к сдаче экзамена по курсу.


5. В семестре выполняются три контрольные работы. Задачи для контрольных работ разбиты на 30 вариантов. Номер варианта контрольных работ определяется остатком от деления на 30 числа, образованного последними двумя цифрами учебного шифра, который стоит в зачетке. Например, студент с шифром 2004-АТС-1083 имеет номер варианта 23:
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Если последние две цифры шифра меньше 30, то они и определяют номер варианта.

При выполнении контрольных работ необходимо соблюдать следующие правила:

· на обложке тетради указать свою фамилию, имя, отчество, предмет, номер учебного шифра и фамилию преподавателя;

· представлять решения задач последовательно со всеми развернутыми расчетами и краткими пояснениями;

· рисунки выполнять карандашом с использованием чертежного инструмента;

· проверять правильность решения задач;

· в конце контрольной работы привести список используемых литературных источников, поставить подпись и дату.

1. Задания для контрольной работы №1

Задание № 1

Выполнить указанные действия с матрицами.

Для вариантов 1.1–1.5 вычислить  D = ((AT + (B) C.
1.1. ( = 3, ( = –2,
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1.2. ( = –4, ( = 3,
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1.3. ( = 2, ( = –5,
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1.4. ( = 1 / 2, ( = –3,
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Для вариантов 1.6–1.10 вычислить  D = 
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1.6.  ( = –1 / 2, ( = 1 / 3,
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1.7. 
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1.8.  ( = –1 / 3, ( = 1 / 2, 
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1.9.  
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1.10.  
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Для вариантов 1.11–1.15 вычислить  D = 
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1.11.  ( = 2,    ( = – 3,
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1.12.  ( = –1,  ( = 4,
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C = 
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1.13.  ( =  1 /3, ( = 1 / 4, 
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1.14.  ( = 2, ( = –1,
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1.15.  ( = 1 / 2, ( = –1 / 3,
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Для вариантов 1.16–1.20 вычислить  D = 
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1.16.  ( = 5, ( = –1 /2,
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1.17.  ( = –1, ( = 2,
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Задание № 2


Решить систему линейных уравнений 
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методом Крамера. Сделать проверку. Коэффициенты системы приведены в табл. 1.
Таблица 1

	№

 варианта
	Коэффициенты системы линейных уравнений

	
	а11
	а12
	а13
	а21
	а22
	а23
	а31
	а32
	а33
	b1
	b2
	b3

	2.1.
	3
	–1
	1
	2
	–5
	–3
	1
	1
	–1
	4
	-17
	0

	2.2.
	1
	1
	1
	2
	–1
	–6
	3
	–2
	0
	2
	–1
	8

	2.3.
	2
	–1
	–3
	3
	4
	–5
	0
	2
	7
	3
	–8
	17

	2.4.
	1
	1
	1
	2
	–1
	1
	1
	–1
	2
	6
	3
	5

	2.5.
	2
	1
	–3
	1
	2
	1
	3
	–1
	2
	7
	4
	–1

	2.6.
	1
	1
	1
	2
	3
	–4
	3
	2
	2
	2
	–4
	7

	2.7.
	3
	–1
	0
	–2
	1
	1
	2
	–1
	4
	5
	0
	15

	2.8.
	2
	–1
	1
	1
	–3
	–5
	3
	1
	–7
	8
	6
	–4

	2.9.
	4
	3
	–9
	2
	3
	–5
	1
	8
	–7
	9
	7
	12

	2.10.
	3
	2
	1
	2
	3
	1
	2
	1
	3
	0
	2
	2

	2.11.
	1
	–2
	3
	2
	3
	–4
	3
	–2
	–5
	–7
	17
	5

	2.12.
	4
	–3
	2
	2
	5
	–3
	5
	6
	–2
	–7
	12
	16

	2.13.
	1
	1
	2
	2
	–1
	2
	4
	1
	4
	8
	6
	18

	2.14.
	2
	–1
	–1
	3
	4
	–2
	3
	–2
	4
	0
	–5
	–5

	2.15.
	3
	4
	2
	2
	–1
	–3
	1
	5
	1
	24
	2
	26

	2.16.
	1
	1
	–1
	8
	3
	–6
	–4
	–1
	3
	–2
	3
	–3

	2.17.
	1
	–4
	–2
	3
	1
	1
	–3
	5
	6
	1
	–9
	11

	2.18.
	7
	–5
	1
	4
	1
	–1
	2
	3
	4
	0
	7
	–3

	2.19.
	1
	2
	4
	5
	1
	2
	3
	–1
	1
	6
	12
	1

	2.20.
	3
	4
	1
	–1
	1
	0
	–2
	0
	1
	–1
	3
	5

	2.21.
	–1
	2
	1
	7
	-10
	–5
	4
	–7
	–6
	0
	–2
	–8

	2.22.
	1
	–1
	–3
	2
	–1
	–2
	–1
	3
	2
	10
	9
	–5

	2.23.
	–1
	3
	5
	2
	–3
	–7
	2
	–3
	–5
	–9
	12
	10

	2.24.
	1
	–1
	3
	2
	–5
	1
	–1
	4
	–1
	–2
	–2
	3

	2.25.
	1
	1
	2
	–1
	2
	1
	4
	–3
	2
	1
	–4
	9

	2.26.
	2
	1
	–2
	1
	–3
	0
	0
	3
	–1
	–9
	20
	–22

	2.27.
	3
	7
	6
	4
	2
	1
	2
	3
	7
	2
	–4
	9

	2.28.
	4
	3
	1
	2
	1
	3
	3
	2
	4
	1
	5
	7

	2.29.
	–1
	2
	4
	–3
	2
	1
	4
	6
	3
	9
	1
	17

	2.30.
	3
	2
	1
	2
	1
	6
	4
	0
	2
	6
	9
	6


Задание № 3


Решить систему линейных уравнений 
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матричным методом. Коэффициенты системы приведены в табл. 1.
Задание № 4


Решить систему линейных уравнений 
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методом Гаусса. Коэффициенты системы приведены в табл. 1.
Задание № 5


Решить систему линейных уравнений АХ = В, заданной расширенной матрицей, методом последовательного исключения неизвестных. В случае неопределенности системы найти ее общее, базисное и любое частное решения. Сделать проверку.
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5.8. 
[image: image112.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

-

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

-

-

0

0

2

0

1

2

1

4

1

1

1

0

1

1

2

1

0

1

1

2

2

1

0

1

1

0

1

2

1

0

.

5.9. 
[image: image113.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

-

-

-

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

-

1

2

0

1

1

1

1

3

2

1

3

0

2

1

0

1

1

0

1

2

1

0

1

0

1

1

1

2

1

0

.
5.10. 
[image: image114.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

-

-

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

-

4

0

1

1

3

2

1

0

2

2

1

0

1

1

1

1

2

0

1

2

0

1

1

0

1

2

0

1

1

2

.

5.11. 
[image: image115.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

-

-

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

-

1

0

1

2

2

3

0

0

2

2

1

2

1

0

1

1

1

1

1

0

1

1

0

1

3

2

1

0

1

2

.
5.12.
[image: image116.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

-

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

-

-

0

0

1

3

1

2

0

0

0

1

1

3

0

2

1

0

1

1

1

2

1

0

1

1

0

1

1

0

0

2

.

5.13. 
[image: image117.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

-

-

-

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

-

-

2

1

0

1

0

1

2

1

1

3

0

1

1

1

1

2

0

1

2

1

1

1

1

0

2

1

1

0

2

1

.
5.14. 
[image: image118.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

-

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

0

0

2

0

1

2

1

2

2

1

1

2

1

1

2

0

1

0

0

1

1

0

1

1

0

1

0

1

1

2

.

5.15. 
[image: image119.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

-

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

-

1

1

1

1

0

0

2

2

1

1

1

0

1

1

0

1

1

0

1

2

0

1

1

1

1

1

1

1

1

0

.
5.16. 
[image: image120.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

-

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

1

1

1

1

1

1

2

2

2

2

3

0

1

0

1

0

1

1

1

3

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

.

5.17. 
[image: image121.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

-

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

1

1

2

0

1

3

2

1

2

1

0

1

0

1

2

1

0

1

1

2

0

1

0

0

1

1

1

1

1

0

.
5.18. 
[image: image122.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

-

-

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

-

-

3

1

2

0

3

1

1

0

2

1

2

1

0

1

0

3

1

1

0

1

1

1

1

1

0

1

0

1

2

1

.

5.19. 
[image: image123.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

-

-

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

-

1

1

1

1

0

2

0

1

0

2

1

1

1

1

0

1

2

1

3

1

2

1

1

0

3

2

1

0

1

2

.
5.20. 
[image: image124.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

-

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

1

0

2

1

0

2

1

2

0

3

0

1

1

1

2

1

1

0

0

1

1

1

1

1

0

2

0

1

1

1

.

5.21. 
[image: image125.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

-

-

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

-

-

1

5

0

2

1

1

2

1

2

1

0

1

2

1

2

1

1

0

0

1

2

0

1

1

0

1

1

0

1

1

.
5.22. 
[image: image126.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

-

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

1

1

2

0

1

1

2

1

2

0

1

1

1

1

0

1

3

1

1

2

1

0

1

2

0

1

0

0

1

1

.

5.23. 
[image: image127.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

-

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

1

2

0

3

1

1

1

1

2

3

0

1

3

0

1

2

1

0

1

2

1

1

2

1

0

0

0

1

1

2

.
5.24. 
[image: image128.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

-

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

1

3

0

2

1

2

1

0

1

2

1

0

0

1

1

4

1

1

1

1

1

0

1

1

2

2

1

0

0

3

.

5.25. 
[image: image129.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

-

-

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

0

1

3

2

1

2

2

0

2

0

1

1

1

1

1

0

1

2

0

1

3

0

1

1

2

2

1

0

2

1

.
5.26. 
[image: image130.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

-

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

3

1

2

0

2

2

2

3

2

1

0

1

2

1

1

1

1

0

1

1

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

.

5.27. 
[image: image131.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

-

-

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

1

0

4

1

3

0

2

3

1

2

0

1

1

1

1

1

1

2

1

0

1

0

0

1

3

0

1

3

0

2

.
5.28. 
[image: image132.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

-

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

1

1

2

4

1

0

1

2

0

1

1

1

1

1

1

0

1

1

2

0

1

1

0

1

2

1

0

1

0

1

.

5.29. 
[image: image133.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

-

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

-

-

2

1

1

2

1

3

2

0

0

2

1

1

1

0

1

2

0

2

1

1

0

1

1

1

2

2

0

0

1

2

.
5.30. 
[image: image134.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

-

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

3

1

2

0

1

1

2

2

2

1

1

0

1

1

1

1

1

1

0

1

1

1

0

1

1

0

1

2

1

0

.

2. Методические указания к контрольной работе № 1

2.1. Линейная алгебра

Прямоугольной 
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содержащая m строк и n столбцов.

Числа 
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 называются элементами матрицы. Первый индекс i указывает номер строки, в которой расположен элемент, а второй индекс k – номер столбца.

Матрица  A  называется квадратной матрицей n-го порядка, если m = n.

Квадратная матрица порядка n называется диагональной, если 
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Элементы матрицы, для которых  i = k  называются диагональными и образуют главную диагональ.

Диагональная матрица порядка п называется единичной матрицей, если все ее диагональные элементы равны единице 
[image: image141.wmf])
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Суммой m ( n матриц 
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Произведением m ( n матрицы A на число 
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 матрица С, элементы 
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 которой вычисляются согласно следующему правилу: каждый элемент 
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  равен сумме произведений элементов  i-ой строки матрицы А на соответствующие элементы j-ого столбца матрицы В
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(2.2)

При решении многих математических задач возникает необходимость в сопоставлении квадратной матрице некоторого числа, называемого определителем. Рассмотрим квадратную матрицу второго порядка
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Определителем (детерминантом) второго порядка матрицы А называется число
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Определитель обозначается следующим образом:
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Для квадратной матрицы третьего порядка определитель вводится с помощью формулы
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[image: image1113.wmf]0

которая легко записывается с помощью правила треугольников:


Пример. Вычислить определитель по правилу треугольников
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Минором 
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 элемента 
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 определителя n-го порядка 
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 называется определитель (n – 1)-го порядка, который получается из 
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 вычеркиванием i-той строки и k-го столбца.

Алгебраическим дополнением 
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 элемента 
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 называется его минор 
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Нетрудно видеть, что знаки, которые следует ставить перед соответствующими минорами при вычислении алгебраических дополнений, чередуются в шахматном порядке.

Для вычисления определителей второго и третьего порядков существуют простые правила. Приведем теорему, облегчающую процедуру вычисления определителей более высоких порядков.

Теорема Лапласа. Определитель равен сумме произведений элементов любой его строки (столбца) на их алгебраические дополнения
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(разложение по элементам k-того столбца),
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(разложение по элементам i-той строки). (
Пример. Вычислить определитель разложением по элементам первой строки
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С помощью определителей удобно записывать решение систем линейных уравнений.

Рассмотрим систему трех линейных уравнений с тремя неизвестными


[image: image176.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

+

=

+

+

=

+

+

.

,

,

3

33

32

31

2

23

22

21

1

13

12

11

b

z

a

y

a

x

a

b

z

a

y

a

x

a

b

z

a

y

a

x

a


Обозначим через 
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 определитель системы ( и вспомогательные определители, полученные из ( заменой столбца коэффициентов при соответствующей неизвестной столбцом свободных членов:
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(2.3)
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(2.4)

Будем считать, что 
[image: image180.wmf].
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Решением системы является совокупность значений х, у, z, определяемая так называемыми формулами Крамера
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Рассмотрим систему п линейных уравнений с п неизвестными
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Введем соответствующие этой системе матрицы
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Тогда систему можно записать в матричной форме

АХ = В.
Для решения матричного уравнения умножим обе части этого равенства слева на некоторую матрицу 
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-

A

:


[image: image185.wmf],

1

1

B

A

AX

A

-

-

=

                                         (2.5)

а затем подберем (если это удастся) матрицу 
[image: image186.wmf]1
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 так, что 
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где Е – единичная матрица.
Тогда из (2.5) сразу получим решение
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Матрица 
[image: image189.wmf]1
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, удовлетворяющая условию (2.6), называется обратной матрицей для матрицы А.

Алгоритм построения обратной матрицы:

1) вычислить det A и убедиться в том, что 
[image: image190.wmf]0
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 (если det A = 0, обратная матрица не существует);

2) найти транспонированную матрицу АТ, т. е. матрицу, в которой строки меняются со столбцами (с теми же номерами)
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3) построить союзную (присоединенную) матрицу 
[image: image192.wmf]A
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путем замены в матрице АТ каждого элемента его алгебраическим дополнением:
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4) вычислить обратную матрицу по формуле  
[image: image194.wmf].
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Рассмотрим СЛУ  m  уравнений с n неизвестными
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Метод Гаусса (метод последовательного исключения неизвестных) заключается в том, что с помощью элементарных преобразований СЛУ приводится к равносильной системе ступенчатого (или треугольного) вида.


Будем называть элементарными следующие преобразования:

· перестановка строк местами;

· умножение элементов какой-либо строки на одно и то же число не равное нулю и прибавление к соответствующим элементам другой строки.

3. Решение типового варианта контрольной работы № 1

(Задание 1. Вычислить D = (αA + βB)T C, где
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Решение. Выполним указанные операции с матрицами по действиям. Найдем сначала (А и (В 
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Далее найдем сумму матриц (А + (В по формуле (2.1) и протранспонируем ее, т.е. строки заменим столбцами (с теми же номерами)
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Устанавливаем возможность выполнения действия умножения матриц. Первая матрица ((αA + βB)T) имеет порядок 4(2, вторая (С) – 2(3. Умножение возможно, поскольку число столбцов первой матрицы равно числу строк второй; в результате умножения получается матрица порядка 4(3. Следовательно,
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 EMBED Equation.3  [image: image207.wmf]=
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 EMBED Equation.3  [image: image209.wmf]÷
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Ответ: 
[image: image210.wmf]÷
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(Задание 2. Решить СЛУ методом Крамера. Сделать проверку найденного решения.
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Решение. В контрольной работе один и тот же пример решается тремя способами, естественно, что ответы при разных методах решения должны совпадать.

Составим и вычислим определители (2.3, 2.4) разложением по элементам первой строки

(=
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Сделаем проверку 
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Ответ: Х = (4, 2, 1).

(Задание 3. Решить СЛУ матричным методом
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Обозначим
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Найдем 

1) 
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Следовательно, матрица невырожденная и существует 
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4) 
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Находим решение системы X = А-1В:
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Ответ: Х = (4, 2, 1). (
(Задание 4. Решить СЛУ методом Гаусса
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1. Составим расширенную матрицу системы, в которую кроме матрицы коэффициентов при неизвестных включен столбец свободных членов
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2. Предположим, что в СЛУ имеется коэффициент при неизвестной, равный 1. Если это не так, то надо получить его с помощью элементарных преобразований.


Возьмем переменную х1 в первом уравнении за базисную и исключим ее из второго и третьего уравнений системы. Для этого умножим первое уравнение на (–2) и сложим со вторым. Для исключения  х3 из третьего уравнения умножим первое уравнения на (–1) и сложим с третьим:
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Возьмем в третьей строке новую базисную переменную х3 и исключим ее из первого и второго уравнений. Для этого умножим третье уравнение на (+1) и сложим со вторым. Для исключения х3 из первого уравнения умножим третье уравнение на (–1) и сложим с первым. Разделим элементы второй строки на 5:
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Исключим х2 из первого и третьего уравнений. В результате получим матрицу вида
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Запишем полученную матрицу в виде системы
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Ответ: Х = (4, 2, 1). (

(Задание 5. Решить систему линейных уравнений АХ = В, заданной расширенной матрицей, методом последовательного исключения неизвестных. В случае неопределенности системы найти ее общее, базисное и любое частное решения. Сделать проверку.
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Решение. 
Возьмем переменную х3 в первом уравнении за базисную и исключим ее из второго и третьего уравнений системы. Для этого умножим первое уравнение на (+2) и сложим со вторым. Для исключения  х3  из третьего уравнения умножим первое уравнения на (+1) и сложим с третьим:
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Возьмем в другой строке новую базисную переменную х4 и исключим ее из первого и третьего уравнений. Вычеркнем строку, содержащую одни нули.
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Итак, базисными переменными будут х3, х4.


Разрешим полученные уравнения относительно базисных переменных. Остальные (небазисные) переменные называются свободными (х1 и х2).


Выражение базисных переменных через свободные называется общим решением СЛУ. 


В нашем случае общее решение имеет вид
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Если в общем решении приравнять свободные переменные нулю, то получим базисное решение


[image: image244.wmf](

)

4

9

0

0

.

4

,

9

4

3

=

Þ

î

í

ì

=

=

баз

X

x

x

.


Если в общем решении свободным переменным давать произвольные значения, то получим множество частных решений.


Пусть х1 = 1, х2 = –1 ( 
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х1 = 0, х2 =  2  ( 
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Сделаем проверку, подставив, например, базисное решение в СЛУ:
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Ответ: Общее решение 
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 Базисное решение 
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4. Задания для контрольной работы №2

Задание № 1


По трем заданным точкам построить треугольник и средствами векторной алгебры найти: 1) длину стороны ВС; 2) уравнение линии ВС; 3) уравнение высоты, проведенной из точки А; 4) длину высоты, проведенной из точки А; 5) площадь треугольника АВС; 6) угол между сторонами ВА и ВС; 7) координаты точки N – середины стороны АС; 8) координаты точки М, делящей сторону АВ в отношении 2:3, считая от точки А. Координаты вершин треугольника даны в табл. 2.

Таблица 2

	№ варианта
	А
	В
	С
	№ варианта
	А
	В
	С

	6.1.
	(–2, 5)
	(4, 5)
	(1, 1)
	6.16.
	(6, 9)
	(5, –4)
	(4, 6)

	6.2.
	(–3, 1)
	(4, –5)
	(7, 2)
	6.17.
	(2, 3)
	(4, 0)
	(5, 3)

	6.3.
	(4, –1)
	(4, 4)
	(6, 4)
	6.18.
	(8, 7)
	(3, 0)
	(5, 6)

	6.4.
	(–5, 3)
	(4, 6)
	(8, 4)
	6.19.
	(8, 1)
	(3, 0)
	(3, 5)

	6.5.
	(0, –6)
	(3, 5)
	(–2, 4)
	6.20.
	(1, 3)
	(7, 10)
	(3, 2)

	6.6.
	(–2, –3)
	(10, 6)
	(5, 2)
	6.21.
	(4, 0)
	(6, 9)
	(–2, 1)

	6.7.
	(–6, 2)
	(1, 8)
	(4, 5)
	6.22.
	(–2, 1)
	(–2, 5)
	(4, 0)

	6.8.
	(1, 5)
	(6, 5)
	(5, 7)
	6.23.
	(–2, 1)
	(–3, 1)
	(4, 10)

	6.9.
	(5, –2)
	(7, 2)
	(5, 5)
	6.24.
	(1, –2)
	(4, –1)
	(6, 9)

	6.10.
	(5, –2)
	(8, 4)
	(6, 5)
	6.25.
	(3, 1)
	(3, 2)
	(1, 2)

	6.11.
	(9, 6)
	(2, 3)
	(4, 0)
	6.26.
	(1, –1)
	(0, 4)
	(1, –1)

	6.12.
	(7, 5)
	(4, 0)
	(1, 2)
	6.27.
	(1, –1)
	(–2, –3)
	(4, 5)

	6.13.
	(4, 7)
	(3, 2)
	(3, 2)
	6.28.
	(–2, 0)
	(–1, 2)
	(3, 4)

	6.14.
	(7, 3)
	(0, 6)
	(6, 8)
	6.29.
	(3, 2)
	(1, 2,)
	(6, 6)

	6.15.
	(4, 9)
	(2, 4)
	(5, 7)
	6.30.
	(0, 4)
	(–2, –4)
	(6, 6)


Задание № 2

По четырем заданным точкам построить пирамиду и средствами векторной алгебры найти: 1) длину ребра А1А2; 2) угол между ребрами А1А2 и А1А4; 3) площадь грани А1А2А3; 4) объем пирамиды А1А2А3А4; 6) уравнение плоскости А1А2А3. Координаты вершин пирамиды даны в табл. 3.

Таблица 3

	№ варианта
	А1
	А2
	А3
	А4

	7.1.
	(1, 1, 1)
	(–1, 2, 4)
	(2, 0, 6)
	(–2, 5, –1)

	7.2.
	(0, 5, 0)
	(2, 3, –4)
	(0, 0, –6)
	(–3, 1, –1)

	7.3.
	(0, 0, 6)
	(4, 0, –4)
	(1, 3, –1)
	(4, –1, –3)

	7.4.
	(2, –5, 3)
	(3, 2, –5)
	(5, –3, –2)
	(–5, 3, 2)

	7.5.
	(6, 0, 4)
	(0, 6, 4)
	(4, 6, 0)
	(0, –6, 4)

	7.6.
	(3, 2, 4)
	(2, 4, 3)
	(4, 3, –2)
	(–2, –4,–3)

	7.7.
	(6, 3, 5)
	(5, –4, 3)
	(3, 5, 6)
	(–6, –1, 2)

	7.8.
	(5, –2, –1)
	(4, 0, 0)
	(2, 5, 1)
	(1, 2, 5)

	7.9.
	(4, 2, 5)
	(3, 0, 4)
	(0, 0, 3)
	(5, –2, –4)

	7.10.
	(4, 2, –5)
	(3, 0, 4)
	(0, 2, 3)
	(5, –2, –4)

	7.11.
	(4, 4, 10)
	(7, 10, 2)
	(2, 8, 4)
	(9, 6, 9)

	7.12.
	(4, 6, 5)
	(6, 9, 4)
	(2, 10, 10)
	(7, 5, 9)

	7.13.
	(3, 5, 4)
	(8, 7, 4)
	(5, 10, 4)
	(4, 7, 8)

	7.14.
	(10, 6, 6)
	(–2, 8, 4)
	(6, 8, 9)
	(7, 10, 3)

	7.15.
	(1, 8, 2)
	(5, 2, 6)
	(5, 7, 4)
	(4, 10, 9)

	7.16.
	(6, 6, 5)
	(4, 9, 5)
	(4, 6, 11)
	(6, 9, 3)

	7.17.
	(7, 2, 2)
	(5, 7, 7)
	(5, 3, 1)
	(2, 3, 7)

	7.18.
	(8, 6, 4)
	(10, 5, 5)
	(5, 6, 8)
	(8, 10, 7)

	7.19.
	(7, 7, 3)
	(6, 5, 8)
	(3, 5, 8)
	(8, 4, 1)

	7.20.
	(–2, 1, 2)
	(4, 0, 0)
	(3, 2, 7)
	(1, 3, 2)

	7.21.
	(3, 2, 7)
	(1, 3, 2)
	(–2, 1, 2)
	(4, 0, 0)

	7.22.
	(1, 3, 2)
	(3, 2, 7)
	(4, 0, 0)
	(–2, 1, 2)

	7.23.
	(3, 1, –2)
	(1, –2, 1)
	(2, 2, 5)
	(–2, 1, 0)

	7.24.
	(–2, 1, 0)
	(2, 2, 5)
	(3, 1, 2)
	(1, –2, 1)

	7.25.
	(2, 2, 5)
	(–2, 1, 0)
	(1, –2, 1)
	(3, 1, 2)

	7.26.
	(1, –1, 6)
	(4, 5, –2)
	(–1, 3, 0)
	(1, –1, 5)

	7.27.
	(6, 1, 5)
	(–1, 3, 0)
	(4, 5, –2)
	(1, –1, 6)

	7.28.
	(1, –2, 1)
	(3, 1, –2)
	(2, 2, 5)
	(–2, 1, 0)

	7.29.
	(4, 0, 0)
	(–2, 1, 2)
	(1, 3, 2)
	(3, 2, 7)

	7.30.
	(–5, 6, –1)
	(6, –5, 2)
	(6, 5, 1)
	(0, 0, 2)


Задание № 3

Решить задачи и построить фигуры.


8.1. Составить канонические уравнения: а) параболы, если ее фокус имеет координаты (0; –3); б) эллипса, если его эксцентриситет ( = 
[image: image251.wmf]3

/

3

, большая полуось а = 3; в) гиперболы, если расстояние между фокусами равно 10, а расстояние между вершинами равно 8.


8.2. Составить  канонические уравнения:  а) эллипса, зная, что расстояние  между  фокусами равно  24 и большая полуось равна 26;  б) гиперболы, если  действительная  полуось равна  5 и  эксцентриситет  ( = 5 / 3; в) параболы, директриса которой имеет уравнение x + 2 = 0.


8.3. Составить канонические уравнения: а) эллипса, если большая полуось равна 5, а расстояние между фокусами – 8; б) гиперболы, если она равносторонняя и проходит через точку 
[image: image252.wmf](
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; в) параболы, фокус которой имеет координаты (–5, 0).


8.4. Составить канонические уравнения: а) эллипса, если большая полуось равна 10 и эксцентриситет равен 0,8; б) гиперболы, асимптоты которой заданы уравнениями 
[image: image253.wmf]x
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 и фокусы находятся на расстоянии равном 5 от центра; в) параболы, симметричной относительно оси ординат и проходящей через точку 
[image: image254.wmf](
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8.5. Составить канонические уравнения: а) эллипса, если эксцентриситет ( = 0,6, а расстояние между фокусами равно 6; б) гиперболы, если расстояние между фокусами равно 10, а расстояние между вершинами – 8; в) параболы, директриса которой имеет уравнение у + 6 = 0.


8.6. Составить канонические уравнения: а) эллипса, расстояние, между директрисами которого равно 
[image: image255.wmf]15
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, а ( = 
[image: image256.wmf]2
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; б) гиперболы, если расстояние между директрисами равно 8 / 5 и эксцентриситет ( = 3 / 2; в) параболы, если она проходит через точку (–4, 4) и симметрична относительно оси Ох.


8.7. Составить канонические уравнения: а) эллипса, расстояние, между директрисами которого равно 12, а большая ось равна 
[image: image257.wmf]3

2

; б) параболы, симметричной относительно оси абсцисс и проходящей через точку М(–1, 2). в) Найти длины осей, координаты фокусов и эксцентриситет гиперболы, заданной каноническим уравнением 
[image: image258.wmf]3600

25

144

2

2

=

-

y

x

.

8.8. а) Составить канонические уравнения: а) эллипса, если его эксцентриситет ( = 
[image: image259.wmf]5

/
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, а малая полуось b = 2; б) параболы, симметричной относительно оси ординат и проходящей через точку 
[image: image260.wmf](
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. в) Найти длины осей, координаты фокусов и эксцентриситет гиперболы, заданной каноническим уравнением 
[image: image261.wmf]144

16

9

2

2

=

-

y

x

. 


8.9. Составить канонические уравнения: а) эллипса, расстояние, между фокусами которого равно 8, а эксцентриситет ( = 1 / 2; б) гиперболы, действительная полуось которого равна 
[image: image262.wmf]20

, и гипербола проходит через точку N(–10, 4); в) параболы, фокус которой имеет координаты (0, –3).

8.10. Составить канонические уравнения: а) эллипса, сумма полуосей которого равна 18 и расстояние между фокусами – 12; б) гиперболы, если даны уравнения ее асимптот 
[image: image263.wmf]12
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 и координаты точки М(24, 5), лежащей на гиперболе; в) параболы, директриса которой имеет уравнение  х – 15 = 0.

8.11.  Составить канонические уравнения: а) параболы, симметричной относительно оси Оx, с вершиной в начале координат и проходящей через точку А(–2, –3); б) эллипса, если его большая полуось равна 12, а эксцентриситет равен 0,8; в) гиперболы проходящей через точку  
[image: image264.wmf](
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 и имеющей мнимую полуось равную 2.

8.12.  Составить канонические уравнения: а) эллипса, если малая полуось равна 24, а расстояние между фокусами 2с = 10; б) гиперболы, если расстояние между фокусами равно 6 и эксцентриситет ( = 3 / 2; в) параболы, расположенной в правой полуплоскости симметрично относительно оси Оx, если ее параметр р = 3.

8.13.  Составить канонические уравнения: а) гиперболы, если уравнения асимптот 
[image: image265.wmf]3
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 и расстояние между фокусами 2с = 20; б) эллипса, если расстояние между фокусами 2с = 6 и эксцентриситет ( = 3 / 5; в) параболы, симметричной относительно оси Оx и проходящей через точку А(9; 6).

8.14.  Составить канонические уравнения: а) гиперболы, если ее расстояние между фокусами 2с = 10 и мнимая ось равна 8; б) параболы, которая имеет фокус F(0; –3), проходит через начало координат и симметрична относительно оси ординат; в) эллипса, если большая ось равна 10, а расстояние между фокусами – 8.

8.15.  Составить канонические уравнения: а) эллипса, если его полуоси равны соответственно 7 и 2; б) гиперболы, фокусы которой лежат на оси абсцисс, симметрично относительно начала координат и даны точки 
[image: image266.wmf]1
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(6; –1) и 
[image: image267.wmf](
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, принадлежащие гиперболе; в) параболы, расположенной в нижней плоскости симметрично относительно оси Оу и  ее параметр равен 3.

8.16.  Составить канонические уравнения: а) гиперболы, имеющей вершины в фокусах, а фокусы в вершинах эллипса 
[image: image268.wmf]1
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; б) эллипса, если расстояние между фокусами равно 24, и эксцентриситет равен 12 / 13; в) параболы, симметричной относительно оси абсцисс и проходящей через точки (0, 0) и (1, –3).

8.17.  Составить канонические уравнения: а) параболы, расположенной симметрично относительно оси абсцисс и проходящей через точку В(–1; 3); б) гиперболы, фокусы которой лежат на оси абсцисс, симметрично относительно начала координат и даны координаты точки 
[image: image269.wmf](
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, принадлежащей гиперболе, и уравнения асимптот 
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; в) эллипса, фокусы которого расположены на оси абсцисс, симметрично относительно начала координат, если даны точка М
[image: image271.wmf](
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, принадлежащая эллипсу, и его малая ось равная 3.

8.18.  Составить канонические уравнения: а) эллипса, фокусы которого расположены на оси абсцисс, симметрично относительно начала координат, если даны точки М
[image: image272.wmf](
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)

3

;

2

2

 принадлежащие эллипсу; б) гиперболы, фокусы которой  расположены на оси ординат симметрично относительно начала координат, кроме того, расстояние между ними 20, а эксцентриситет ( = 5 / 3; в) параболы, если дано уравнение  директрисы х – 5 = 0. 

8.19.  Составить канонические уравнения: а) эллипса, фокусы которого расположены на оси абсцисс, симметрично относительно начала координат, если даны точка М
[image: image274.wmf](
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 и эксцентриситет ( = 2 / 3; б) гиперболы, фокусы которой расположены на оси ординат симметрично относительно начала координат, кроме того, уравнения асимптот 
[image: image275.wmf]±
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y

12 / 5 и расстояние между вершинами равно 48; в) параболы, если уравнение ее директрисы y + 1 = 0. 

8.20.  Составить канонические уравнения: а) параболы, проходящей через начало координат и точку D(4, –8), расположенной симметрично относительно оси ординат; б) эллипса, фокусы которого расположены на оси абсцисс, симметрично относительно начала координат, если даны точка М
[image: image276.wmf](
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 принадлежащая эллипсу и расстояние между фокусами 2с = 8; в) гиперболы, проходящей через точки А(2, 1) и 
[image: image277.wmf](
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8.21.  Составить канонические уравнения: а) эллипса, проходящего через точки 
[image: image278.wmf](
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; б) параболы, если ее фокус F(4; 0) и вершина совпадает с началом координат. в) Для гиперболы, заданной уравнением 
[image: image279.wmf]144
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 найти длины полуосей, фокусы, уравнения асимптот. 

8.22.  а) Составить каноническое уравнение гиперболы, если она проходит через точку 
[image: image280.wmf](
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 и ее эксцентриситет ( = 
[image: image281.wmf]2

. б) Найти полуоси, фокусы и эксцентриситет эллипса 
[image: image282.wmf]16
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. в) Найти координаты фокуса и уравнение директрисы параболы 
[image: image283.wmf]x
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8.23.  а) Найти координаты фокуса и уравнение директрисы параболы 
[image: image284.wmf]y

x
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. б) Вычислить координаты фокусов и уравнения директрис гиперболы 
[image: image285.wmf]1
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. в) Составить каноническое уравнение эллипса, проходящего через точки М(5 / 2; 
[image: image286.wmf]6

/ 4), N(–2; 
[image: image287.wmf]15

/ 5).

8.24.  а) Определить длины полуосей и координаты фокусов эллипса 
[image: image288.wmf]6
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. б) Составить каноническое уравнение гиперболы, пересекающей ось Оу и проходящей через точки 
[image: image289.wmf](
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. в) Найти координаты фокуса и уравнения директрисы параболы 
[image: image290.wmf]y
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8.25.  а) Составить каноническое уравнение эллипса, полуоси которого равны, соответственно 3 и 6. б) Найти уравнение гиперболы, вершины и фокусы которой находятся в соответствующих вершинах и фокусах эллипса 
[image: image291.wmf]1
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. в) Найти координаты фокусов и уравнение директрисы параболы 
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8.26.  а) Составить каноническое уравнение эллипса, если две его вершины находятся в точках А1(8, 0) и А2 (–8, 0), а фокусы в вершинах F1(5, 0) и F2(–5, 0). б) Написать каноническое уравнение гиперболы, проходящей через точку (2, 1) и асимптоты которой 
[image: image293.wmf]x
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. в) Написать уравнение параболы с вершиной в начале координат, для которой директрисой служит прямая  х = –2.

8.27.  а) Написать каноническое уравнение гиперболы, если ее фокусы находятся в точках F1(–4, 0) и F2(4, 0) и длина действительной оси равна 6. б) Составить каноническое уравнение параболы с вершиной в начале координат и фокусом F(0, –5). в) Найти уравнение равносторонней гиперболы, проходящей через точку (3,–1).

8.28.  а) Дан эллипс 
[image: image294.wmf]1
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 и точка на нем с абсциссой, равной 3. Найти ее ординату. б) Найти координаты фокусов гиперболы   
[image: image295.wmf]1
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. в) Написать каноническое уравнение параболы с вершиной в начале координат и директрисой x = 3. 

8.29.  а) Определить фокусы и полуоси эллипса 
[image: image296.wmf]1
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. б) Составить каноническое уравнение гиперболы, если действительная ось равна 16, а угол между асимптотой и осью абсцисс определяется условием tg( = 3 / 4. в) Составить каноническое уравнение параболы, если расстояние от фокуса до вершины равно 3.

8.30.  а) Составить каноническое уравнение эллипса, если большая полуось равна 26 и эксцентриситет ( = 12 / 13. б) Составить каноническое уравнение параболы, если расстояние от фокуса до директрисы  равно 2. в) Определить полуоси, фокусы и асимптоты гиперболы 
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Задание № 4


Привести к каноническому виду уравнение кривой второго порядка 
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, определить тип линии и построить эту кривую (табл. 4). 
Таблица 4

	№ вари-анта
	Коэффициенты 

уравнений кривой
	№ вари-анта
	Коэффициенты 

уравнений кривой
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	C
	D
	E
	F
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	9.16.
	4
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	–12
	4
	–3

	9.2.
	1
	4
	0
	–1
	5
	9.17.
	9
	5
	18
	–30
	9

	9.3.
	2
	0
	8
	–1
	12
	9.18.
	36
	–4
	–72
	16
	–88

	9.4.
	9
	4
	–54
	–32
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	9.19.
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	9
	16
	18
	29

	9.5.
	4
	–9
	–8
	–36
	–68
	9.20.
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	36
	–16
	72
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	9.6.
	4
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	–40
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	9.21.
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	8
	49
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	9
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	–19
	9.28.
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	–16
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	9.14.
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	–1
	0
	–4
	0

	9.15.
	9
	–4
	–36
	–8
	–4
	9.30.
	25
	9
	–100
	54
	–44


Задание № 5


Даны уравнения линии в полярной системе координат. Требуется: 1) построить линию на промежутке от  ( = 0 до  ( = 2( с шагом, равным ( ( (; 2) найти уравнение линии в прямоугольной декартовой системе координат и назвать линию. 
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5. Методические указания к контрольной работе № 2

5.1. Аналитическая геометрия


Выберем в пространстве две упорядоченные точки  А и В. Соответствующий направленный отрезок 
[image: image329.wmf]AB

 называется вектором. 

Расстояние между точками А и В называется модулем или длиной вектора. Для модуля вектора 
[image: image330.wmf]AB

 используются обозначения 
[image: image331.wmf]a

AB

,

, а. Вектор 
[image: image332.wmf]a

 называется единичным вектором, если 
[image: image333.wmf]a

 = 1. 

Несколько векторов называются коллинеарными, если все они расположены на прямых, параллельных одной и той же прямой. Если векторы 
[image: image334.wmf]a

 и 
[image: image335.wmf]b

 коллинеарны, то записывают 
[image: image336.wmf].

b
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Несколько векторов называются компланарными, если существует плоскость, параллельная всем прямым, на которых эти векторы расположены.

Составим суммы векторов, умноженных на числа


[image: image337.wmf].
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Выражения такого вида называются линейными комбинациями векторов.

Если некоторый вектор представлен в виде линейной комбинации каких-либо векторов, то говорят, что он разложен по этим векторам.

Базисом в пространстве называют любые три упорядоченных некомпланарных вектора. При этом любой вектор пространства является их линейной комбинацией.

Если (
[image: image338.wmf]3
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) – базис в пространстве, то любой вектор
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при этом числа 
[image: image340.wmf]3
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 называются координатами вектора 
[image: image341.wmf]a

 в базисе (
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Выберем в пространстве точку О и возьмем упорядоченную тройку ортогональных единичных векторов (
[image: image344.wmf]k

j

i

,

,

) – базис в пространстве.

Совокупность точки О и базиса (
[image: image345.wmf]k

j
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,

,

) называется ортогональной декартовой системой координат. При этом принята следующая терминология: О – начало координат; прямые, проходящие через начало в направлении базисных векторов – оси координат; плоскости, проходящие через оси координат – координатные плоскости. На рис. 5.1 показана правая система координат.
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Если А(х1, у1, z1), B(х2, у2, z2) – точки, заданные в декартовой системе координат, то координаты и модуль вектора 
[image: image346.wmf]AB

 можно найти по формулам
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(5.2)
Скалярным произведением двух векторов называется число, равное произведению модулей векторов, умноженному на косинус угла между векторами
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Если векторы заданы координатами, то скалярное произведение вычисляется по формуле 
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5.3)
С помощью скалярного произведения можно найти угол между векторами через их координаты:
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(5.4)
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Векторным произведением вектора  на вектор 
[image: image353.wmf]b

 называется вектор 
[image: image354.wmf]c

, модуль которого равен площади параллелограмма, построенного на векторах 
[image: image355.wmf]a

 и 
[image: image356.wmf]b

, а направление ортогонально к векторам 
[image: image357.wmf]a

 и 
[image: image358.wmf]b

, причем векторы (
[image: image359.wmf]c
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) образуют правую тройку векторов (рис. 5.2). 
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Обозначается векторное произведение 
[image: image361.wmf]b
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Если векторы заданы координатами, то векторное произведение находится по формуле
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(5.5)


С помощью векторного произведения можно вычислить площадь треугольника  
[image: image363.wmf]b
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, 
[image: image365.wmf]b

– векторы, на которых построен треугольник.


Смешанное произведение трех векторов определяется следующим образом:


[image: image366.wmf]).
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Модуль смешанного произведения выражает объем параллелепипеда, построенного на перемножаемых векторах.

Если известны координаты векторов, то


[image: image367.wmf].
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(5.6)


Линейное уравнение вида


[image: image368.wmf]0
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(5.7)

называется общим уравнением плоскости.


Вектор 
[image: image369.wmf])
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, составленный из коэффициентов при x, y, z , направлен по нормали к плоскости (5.7) и называется нормальным вектором плоскости.


Уравнение плоскости, проходящей через данную точку М(
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Уравнение плоскости, проходящей через три точки 
[image: image372.wmf])
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Канонические уравнения прямой линии имеют вид
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Здесь 
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 ( некоторая фиксированная точка, принадлежащая данной прямой; 
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Уравнение прямой, проходящей через две точки 
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Если точки A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2) и M(x, y, z) лежат на одной прямой и 
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Общее уравнение прямой на плоскости имеет вид
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причем хотя бы один из коэффициентов отличен от нуля.


Ненулевой вектор 
[image: image388.wmf]n

 = (А, В), перпендикулярный к данной прямой, называется нормальным вектором прямой на плоскости.


Уравнение прямой на плоскости с угловым коэффициентом k имеет вид y = kx + b (k = tg(, где ( – угол наклона прямой к оси Oх).


Условия параллельности и перпендикулярности двух прямых с угловыми коэффициентами k1 и k2 определяются соответственно равенствами

k1 = k2,      k1 = –1 / k2.


Уравнение прямой, проходящей через точку М(х0, у0), параллельно данной прямой y = k2x + b имеет вид
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Уравнение прямой, проходящей через точку М(х0, у0), перпендикулярно данной прямой y = k1x + b имеет вид
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Расстояние d от точки M(x0, y0) до прямой Ах + Ву + С = 0 определяется по формуле
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5.2. Кривые второго порядка
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Эллипсом называется множество всех точек плоскости, для которых сумма расстояний от двух постоянных точек – фокусов, есть величина постоянная, равная 2а. Каноническое уравнение эллипса имеет вид
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График эллипса симметричен относительно осей координат, а, b – полуоси эллипса (рис. 5.3). Точки 
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 называется эксцентриситетом эллипса. 

Если а > b, то прямые х = ( а / ( называются директрисами эллипса (если а < b, то директрисы определяются уравнениями у = ( b / (). Каждая директриса обладает следующим свойством: если r – расстояние от произвольной точки эллипса до некоторого фокуса, d – расстояние от той же точки до односторонней с этим фокусом директрисы, то отношение r / d есть постоянная величина, равная эксцентриситету эллипса: r / d = (.
Гиперболой называется множество всех точек плоскости, для которых модуль разности расстояний от двух фиксированных точек плоскости, называемых фокусами, есть величина постоянная, равная 2а. Каноническое уравнение гиперболы имеет вид
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График (рис. 5.4) симметричен относительно осей координат. Точки  
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 называются фокусами гиперболы. Число 
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 – эксцентриситет гиперболы. Если а > b, то прямые х = ( а / ( называются директрисами гиперболы.
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Параболой называется множество всех точек плоскости, равноотстоящих от данной точки, называемой фокусом, и данной прямой, называемой директрисой. Каноническое уравнение параболы имеет вид
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[image: image1124.wmf]d
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График симметричен относительно оси 
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 (рис. 5.5).

Точка 
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 называется фокусом параболы. Прямая  х = –р / 2  называется директрисой параболы. Считают, что для параболы 
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Линия, которая в пространстве R2 определяется уравнением
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называется линией второго порядка.


После преобразования этого уравнения приходим к уравнению эллипса, гиперболы, параболы или вырожденной кривой.
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Для определения положения точки на плоскости, кроме рассмотренной декартовой системы применяется полярная система координат. В этой системе любая точка M фиксируется путем задания ее расстояния r до точки O и угла ( между осью Ox и вектором  
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. При этом точка O и ось Ox выбираются заранее, точка O называется полюсом, Ox – полярной осью, 
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 – полярным радиусом точки M,  ( – полярным углом точки M. Запись 
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 означает, что точка M имеет координаты r и ( (рис. 5.5). В соответствии с определением 
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Формулы, выражающие декартовы координаты точки через полярные, имеют вид
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Формулы, позволяющие определить полярные координаты 
[image: image412.wmf]r

 и  (  по декартовым координатам x, y точки M, имеют вид
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6. Решение типового варианта контрольной работы № 2


( Задание 1. По трем заданным точкам  А(3, 1), В(–13, –11), С(–6, 13) построить треугольник и средствами векторной алгебры найти: 1) длину стороны ВС; 2) уравнение линии ВС; 3) уравнение высоты, проведенной из точки А; 4) длину высоты, проведенной из точки А; 5) площадь треугольника АВС; 6) угол между сторонами ВА и ВС; 7) координаты точки N – середины стороны АС; 8) координаты точки М, делящей сторону АВ в отношении 2:3, считая от точки А. 


Решение. Чертеж треугольника приведен на рис. 6.1.

1.  Вычислим координаты вектора 
[image: image415.wmf]BC

 по формуле (5.1)
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 = (–6–(–13); 13–(–11)) = (7, 24).

Вычислим длину вектора по (5.2) 
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2.  Запишем уравнение прямой ВС в виде (5.9)
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Уравнение прямой ВС:  
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 3.  Уравнение высоты АD может быть получено различными способами.

( способ. Заметим, что вектор 
[image: image424.wmf]BC

 является нормальным вектором для прямой АD и точка А принадлежит прямой АD, следовательно, 
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Итак, АD: 
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(( способ. Запишем уравнение высоты, проведенной из точки А в форме уравнения прямой с угловым коэффициентом k, при этом воспользуемся свойствами угловых коэффициентов взаимно перпендикулярных прямых. 


Определим угловой коэффициент прямой ВС. Для этого разрешим уравнение прямой относительно у, имеем 
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Подставим полученные данные в (5.12) и получим
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Запишем полученное уравнение в форме общего уравнения плоскости: 
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Заметим, что результаты в первом и втором слyчаях совпадают.

Итак, прямая АD задается уравнением  
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.


 4.  Длину высоты АD также можно определить различными способами.


( способ. Поскольку координаты точки А известны, найдем координаты точки D. Заметим, что точка D лежит на пересечении прямых ВС и АD, следовательно, ее координаты удовлетворяют уравнениям обеих прямых. Составляем систему из уравнений, задающих прямые ВС и АD:
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Решим систему по формулам Крамера:
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Теперь воспользуемся формулой (5.2) для вычисления длины отрезка 
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(( способ. Длину отрезка АD можно рассматривать как расстояние от точки А(3, 1) до прямой ВС (
[image: image442.wmf]0
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), поэтому воспользуемся формулой (5.13)
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 5.  Найти площадь треугольника АВС.


В предыдущих пунктах были определены величина основания 
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 6.  Для вычисления величины угла между сторонами ВА и ВС (угол () воспользуемся формулой (5.4):
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( = аrcсos 0,8 = 36(50( (если воспользоваться калькулятором или компьютером, то результат может быть записан в виде 36,87().


 7.  Для нахождения координат середины отрезка АС воспользуемся формулой (5.10), где ( = 1. Имеем 


[image: image453.wmf]7

2

14

2

13

1

;

5

,

1

2

3

2

)

6

(

3

=

=

+

=

-

=

-

=

-

+

=

N

N

у

x

  (  
[image: image454.wmf](

)

7

;

5

,

1

-

N

.


 8.  Координаты точки М, найдем по формуле (5.10), где ( = 2 / 3:


[image: image455.wmf](

)

4

,

3

5

17

3

2

1

13

3

2

3

-

=

-

=

+

-

×

+

=

M

x

; 
[image: image456.wmf](

)

8

,

3

5

19

3

2

1

11

3

2

1

-

=

-

=

+

-

×

+

=

M

y

.


Окончательно:  
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Ответ: 
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= 25; уравнение прямой ВС: 
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( Задание 2. По   четырем   заданным   точкам   А1(4, 2, 5), А2(0, 7, 2), А3(0, 2, 7), А4(1, 5, 0) построить пирамиду и средствами векторной алгебры найти: 1) длину ребра А1А2; 2) угол между ребрами А1А2 и А1А4; 3) площадь грани А1А2А3; 4) объем пирамиды А1А2А3А4; 5) уравнение прямой А1А2; 6) уравнение плоскости А1А2А3. 
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Чертеж пирамиды приведен на рис. 6.2.


 1.  Найдем координаты и длину вектора 
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 2.  Для определения угла (, вычислим координаты и модули векторов, направленных по сторонам этого угла:
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Угол определим по формуле (5.4)
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По таблицам находим 
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 3.  Для вычисления площади грани А1А2А3 воспользуемся свойствами векторного произведения двух векторов, на которых построен треугольник А1А2А3, и формулой (5.5):
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 EMBED Equation.3  [image: image481.wmf]30
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 4.  Для вычисления объема воспользуемся формулой смешанного произведения (5.6):
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 5.  Для определения уравнения прямой А1А2 воспользуемся уравнением (5.9). Имеем
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окончательно получаем уравнение прямой А1А2
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 6.  Уравнение плоскости А1А2А3 запишем в форме уравнения плоскости, проходящей через три точки (5.8)
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Разделим обе части уравнения на 10, окончательно уравнение плоскости А1А2А3 примет вид  x + 2y + 2z – 18 = 0. 






Ответ: 
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(Задание 3. Составить канонические уравнения: а) эллипса, зная, что расстояние между фокусами равно 8, а малая полуось равна 3; б) гиперболы, если она проходит через точку (–5, 3) и имеет эксцентриситет ( = 2; в) найти координаты фокуса и уравнение директрисы параболы 
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Решение. 


а). По условию 
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Тогда каноническое уравнение эллипса примет вид (5.14)


[image: image502.wmf]1

9

25

2

2

=

+

y

x

.

[image: image1128.wmf]1

16

16

2

2

=

-

y

x


Выполним чертеж (рис. 6.3).
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(6.1)


По условию 
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Подставим последнее равенство в (6.1) и получим 
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Окончательно имеем:
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Получили равностороннюю гиперболу. Выполним чертеж (рис. 6.4).
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в). Из канонического уравнения параболы заключаем, что 2р = 8 ( р = 4, р / 2 = 2. Таким образом, уравнение директрисы запишется в виде у = –2, фокусом является точка F(0, 2).

Выполним чертеж (рис. 6.5). (

(Задание 4. Привести к каноническому виду уравнение кривой второго порядка, определить тип линии и построить эту кривую
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Решение. Так как отсутствует член, содержащий произведение ху (В = 0), то поворота осей нет. Выделим полные квадраты. Для этого преобразуем уравнение
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Сделаем перенос начала координат
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тогда начало новой системы координат будет в точке 
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. Преобразуем полученное уравнение и получим уравнение эллипса с полуосями а = 3, b = 2:
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 уравнение кривой принимает канонический вид. Оси координат 
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Используя полученные в процессе преобразования кривой данные, выполним построение кривой (рис. 6.6). (
(Задание 5. Линия задана уравнением 
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 в полярной системе координат. Требуется построить линию по точкам от ( = 0 до ( = 2( с шагом ( / 8. Найти уравнение данной линии в декартовой системе координат и назвать линию.


Решение. Составим табл. 5 для вычисления значений r.

Таблица 5
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Построим линию, учитывая, что 
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 (рис. 6.7).
Для перехода в декартовую систему координат воспользуемся формулами
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Получим уравнение
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которое после преобразований примет вид
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Получили уравнение эллипса с центром в точке О(–4; 0) и полуосями а = 5, b = 3. (
7. Задания для контрольной работы №3

Задание № 1
Даны комплексные числа z1 и z2 (табл. 6). Записать их в тригонометрической форме. Найти числа z1 z2, z1 / z2, 
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Таблица 6

	№ варианта
	z1
	z2
	№ варианта
	z1
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Задание № 2
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Задание № 3

Построить кривую, заданную параметрическими уравнениями по точкам, придавая t значения от t = a до t = b c шагом  h.
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Задание № 4


Найти пределы функций.
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Задание № 5
Найти точки разрыва и построить график функции.
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Задание № 6


Дано уравнение f (x) = 0. Требуется: 1) графическим методом отделить корень этого уравнения; 2) найти этот корень с точностью до 0,1 методом деления отрезка пополам.

	16.1.
	2x + 5x = 0.
	16.2.
	x2 – 6ex = 0.
	16.3.
	x2 – 5ex = 0.

	16.4.
	lnx + 5x = 0.
	16.5.
	x lnx – 4 = 0.
	16.6.
	ex – x2 = 0.

	16.7.
	lnx – 6 + 7x = 0.
	16.8.
	3x + 4x = 0.

	16.9.
	4x + 2x = 0.

	16.10.
	5x + 3x = 0.
	16.11.
	2x + 2x – 2 = 0.
	16.12.
	lnx + 3x – 2 = 0.

	16.13.
	2x2 – 7ex = 0.
	16.14.
	lnx + 3x – 1 = 0.
	16.16.
	x lnx – 5 = 0.

	16.16.
	2ex – x2 = 0.
	16.17.
	lnx – 5 + 6x = 0.
	16.18.
	4x + 5x = 0.

	16.19.
	ex + 3x = 0.
	16.20.
	4x + 3x = 0.
	16.21.
	ex + 5x = 0.

	16.22.
	3x2 – 7ex = 0.
	16.23.
	2x2 – 5ex = 0.
	16.24.
	2 lnx + 5x = 0.

	16.25.
	2x lnx – 7 = 0.
	16.26.
	4ex – 7x2 = 0.
	16.27.
	lnx – 7 + 8x = 0.

	16.28.
	2(3x + 7x = 0.
	16.29.
	3(4x + 7x = 0.
	16.30.
	2(5x + 7x = 0.


8. Методические указания к контрольной работе № 3

8.1. Комплексные числа

Выражение вида
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где i – так называемая мнимая единица, называется комплексным числом.

Мнимая единица (символ) определяется равенствами
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(8.2)

В дальнейшем комплексные числа будут представляться в различных формах. Вид комплексного числа (8.1) называется его алгебраической формой, х называется действительной частью, y – мнимой частью комплексного числа. 

Комплексное число


[image: image900.wmf]iy
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называется сопряженным к числу (8.1).[image: image1133.wmf]i


Геометрически комплексное число изображается точкой плоскости с координатами х и y или соответствующим радиус-вектором 
[image: image901.wmf]r

 (рис. 8.1). 

Действия над комплексными числами вводятся так, чтобы оставались в силе обычные законы алгебры и равенства (8.2):

1) сложение
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2) умножение на действительное число 
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3) умножение комплексных чисел
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4) деление на комплексное число
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Введём понятие модуля
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и аргумента 
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 комплексного числа (рис. 8.1). Важно помнить, что
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Очевидно, что 
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Подставляя эти выражения в (8.1), приходим к тригонометрической форме комплексного числа:
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Пример. Написать в тригонометрической форме комплексное число 
[image: image914.wmf]i
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Решение. Найдем модуль и аргумент этого комплексного числа
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Отсюда ( равно или  ( / 4 или – 3( / 4, но так как точка, изображающая комплексное число, попадает, как нетрудно видеть, в первую четверть, то ( = ( / 4. Тогда 
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При умножении комплексных чисел их модули перемножаются, а аргументы складываются:
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При делении картина аналогичная
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Если 
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Если 
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, то корень  n-ой степени из комплексного числа z имеет n различных значений, которые находятся по формуле Муавра
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(8.5)

8.2. Введение в математический анализ

Функцией называется правило (закон), по которому каждому элементу х (аргументу) некоторого множества Х (области определения) соответствует единственный элемент у (зависимая переменная) другого множества Y (области значения функции).

Множество пар чисел 
[image: image924.wmf]{
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 называется графиком функции y = f (x). Оно определяет некоторую кривую в декартовой системе координат Оху.

Графики функций в прямоугольной системе координат обладают следующими свойствами:

1) график  функции   y = –f (x)  симметричен   графику  функции    y = f (x) относительно оси Ох;

2) график   функции  y = f (–x)  симметричен   графику   функции   y = f (x) относительно оси Оу;

3) график функции y = f (x – a) представляет собой сдвинутый вдоль оси Ох  на величину а график y = f (x);

4) график функции y = f (x) + b  представляет собой сдвинутый вдоль оси Оy  на величину b график  y = f (x);

5) график  функции  y = kf (x)   есть   растяжение   (k > 1) графикa  y = f (x)  в k  раз (или сжатие при  k < 1 в 1 / k раз) вдоль оси Оу;
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При вычислении пределов используют следующие символические равенства и формулы:
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Здесь через 
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 обозначены соответственно правый и левый пределы функции y = f (x) в точке x0.
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называется скачком функции в точке x0 (см. рис. 8.2).

Справедливо утверждение: основные элементарные функции непрерывны во всех точках области определения.


При решении нелинейных уравнений 
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часто используют приближенные методы. 
Рассмотрим метод половинного деления (метод бисекций) численного решения (8.7).
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Таким образом, при нахождении корней вначале необходимо разбить область определения функции на отрезки, внутри которых находится один корень уравнения (8.7).
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9. Решение типового варианта контрольной работы № 3

(Задание 1. Даны комплексные числа z1 
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Решение. а). Преобразуем число 
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Запишем числа 
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б). Вычислим  z1z2 и  z1 / z2. В алгебраической форме 


[image: image1002.wmf]1

z



 EMBED Equation.3  [image: image1003.wmf]2

z



 EMBED Equation.3  [image: image1004.wmf])

4

3

(

i

+

-

=



 EMBED Equation.3  [image: image1005.wmf]i

i

i

i

i

26

7

8

6

20

15

)

2

5

(

2

+

-

=

-

+

+

-

=

-

;


[image: image1006.wmf]=

-

+

-

+

-

=

+

+

-

+

-

=

-

+

-

=

2

2

2

2

2

1

2

5

8

6

20

15

2

5

2

5

2

5

4

3

2

5

4

3

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

z

z



[image: image1007.wmf]i

i

48

,

0

79

,

0

29

14

23

+

-

=

+

-

;

в тригонометрической форме
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Отметим полученные числа на комплексной плоскости (рис. 9.1, 9.2).



Для нахождения корней третьей степени воспользуемся формулой (8.5):
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Полученные числа отметим на комплексной плоскости (рис. 9.3). (
(Задание 2 Методом деформации и сдвигов построить графики функций а) у = 2 sin (2x + ( / 3); б) у = 2х – 1 + 4. 
Решение. а).  Преобразуем   данную   функцию   к   виду       у = 2 sin 2(x + ( / 6). График функции у = 2 sin 2(x + ( / 6) строим следующим образом:


[image: image1038]
1. Строим график у = sin х.

2. Сжимаем полученный график в 2 раза вдоль оси Ох и получаем график у = sin 2х.
3. Сдвигаем график у = sin 2х  влево на ( / 6  и  получаем график у = sin 2(x + ( / 6).

4. Растягиваем график у = sin (2x + ( / 3) в 2 раза вдоль оси Оу и получаем требуемый график (рис. 9.4).



[image: image1039.emf]
Р и с. 9.4

б). График функции у = 2х – 1 + 4 строим следующим образом:


1. Строим график у = 2х.


2. Сдвигаем график у = 2х  вправо на 1 единицу и получаем график у = 2х – 1.


3. Сдвигаем график у = 2х – 1 вверх на 4 единицы и получаем график функции у = 2х – 1 + 4 (рис. 9.5). (
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Р и с. 9.5

(Задание 3. Линия задана параметрическими уравнениями [image: image1041.wmf]î
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(четырехлепестковая роза). Записать уравнение этой линии в декартовой системе координат и построить ее по точкам, давая t значения от  t = 0  до  t = 2(  c шагом  h = ( / 10. 

Решение. Для построения кривой заполним табл. 7.
















Таблица 7

	t (рад.)
	x
	y
	t (рад.)
	x
	y

	0
	2
	0
	(
	–2
	0

	( / 10
	1,539
	–0,5
	11( / 10
	–1,539
	0,5

	( / 5
	0,5
	–0,363
	6( / 5
	–0,5
	0,363

	3( / 10
	–0,363
	0,5
	13( / 10
	0,363
	–0,5

	2( / 5
	–0,5
	1,539
	7( / 5
	0,5
	–1,539

	( / 2
	0
	2
	15( / 10
	0
	–2

	3( / 5
	0,5
	1,539
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Используя данные таблицы, построим кривую (рис. 9.6). (
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Решение. При вычислении пределов допустимы использование уже известных пределов и элементарные преобразования. В некоторых случаях бывает целесообразным использовать для приближенных вычислений при малых значениях х (всюду 
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Неопределенности вида 
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Подставим полученные разложения под знак предела и получим

[image: image1064.wmf]=

+

-

+

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

-

+

-

-

®

®

)

2

/

3

)(

1

(

2

)

3

/

2

)(

1

(

3

lim

0

0

3

2

2

3

lim

1

2

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x



[image: image1065.wmf]1
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Такие неопределенности раскрываются путем вынесения старшей степени неизвестной
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Для того, чтобы избавиться от иррациональностей, умножим и числитель и знаменатель на выражение, сопряженное числителю:
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Для раскрытия неопределенностей такого вида воспользуемся первым замечательным пределом 
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Тогда 
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Для раскрытия неопределенностей вида 
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Тогда
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(Задание 5. Найти точки разрыва функции и построить график функции
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Решение. В интервалах (–(; 0), (0, 2) и (2, ()  функция непрерывна. Исследуем функцию на непрерывность в точках х1 = 0 и х2 = 2. Воспользуемся условием непрерывности функции в точке х0 (8.6)

1) исследуем точку х1 = 0:
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точка х1 = 0 – точка разрыва функции со cкачком s(0) = –1; 

2) исследуем точку х2 = 2:
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следовательно, в точке х2 = 2 функция непрерывна. 
Построим график (см. рис. 9.7). (
(Задание 6. Дано уравнение  
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Решение. Для нашего примера примем
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Графики этих функций изображены на рис. 9.8. 

Как видно, 
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Таким образом, на отрезке [0, 1] функция f(x) удовлетворяет условиям теоремы 8.1 и на этом отрезке имеет единственный корень. Рассмотрим интервалы 
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т.е. на этих интервалах функция f(x) не меняет знак, следовательно, корней на них нет.


Найдем корень на отрезке [0, 1]. Итерационная процедура метода половинного деления будет иметь вид
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		у = 2 sin (2x + p / 3)		0.3925		x		sin x		sin 2x		sin (2x +g/3)		2sin (2x +g/3)

		у = sin х.		-2п		-3.14		-0.0015926529		0.0031853018		0.5025265422		1.0050530844

		Сжимаем полученный график в 2 раза вдоль оси Ох				-2.7475		-0.3839705529		0.7090748404		0.9665754188		1.9331508377

		Сдвигаем график у = sin 2х  влево на p / 3		-3п/2		-2.355		-0.7079509086		0.9999971464		0.8649616829		1.7299233658

		Растягиваем график у = sin (2x + p / 3) в 2 раза вдоль оси Оу				-1.9625		-0.9242600011		0.7056976607		0.2571520767		0.5143041534

				п		-1.57		-0.9999996829		-0.0015926529		-0.501148958		-1.002297916

						-1.1775		-0.9236508119		-0.7079509086		-0.9661658647		-1.9323317294

				-п/2		-0.785		-0.7068251811		-0.9999996829		-0.8657598395		-1.731519679

						-0.3925		-0.3824994973		-0.7068251811		-0.2586908441		-0.5173816881

				0		0		0		0		0.4997701026		0.9995402053

						0.3925		0.3824994973		0.7068251811		0.9657538598		1.9315077197

				п/2		0.785		0.7068251811		0.9999996829		0.8665558001		1.7331116001

						1.1775		0.9236508119		0.7079509086		0.2602289552		0.5204579105

				п/2		1.57		0.9999996829		0.0015926529		-0.4983899796		-0.9967799592

						1.9625		0.9242600011		-0.7056976607		-0.9653394053		-1.9306788106

				3п/2		2.355		0.7079509086		-0.9999971464		-0.8673495626		-1.7346991251

						2.7475		0.3839705529		-0.7090748404		-0.2617664063		-0.5235328127

				2п		3.14		0.0015926529		-0.0031853018		0.4970085923		0.9940171847

		у = 2х – 1 + 4

		у = 2х .

		Сдвигаем график у = 2х  вправо на 1 единицу		-1		0.5		0.25		4.25

		Сдвигаем график у = 2х – 1 вверх на 4 единицы		-0.8		0.5743491775		0.2871745887		4.2871745887

				-0.6		0.6597539554		0.3298769777		4.3298769777

				-0.4		0.7578582833		0.3789291416		4.3789291416

				-0.2		0.8705505633		0.4352752816		4.4352752816

				0		1		0.5		4.5

				0.2		1.148698355		0.5743491775		4.5743491775

				0.4		1.3195079108		0.6597539554		4.6597539554

				0.6		1.5157165665		0.7578582833		4.7578582833

				0.8		1.7411011266		0.8705505633		4.8705505633

				1		2		1		5

				1.2		2.29739671		1.148698355		5.148698355

				1.4		2.6390158215		1.3195079108		5.3195079108

				1.6		3.031433133		1.5157165665		5.5157165665

				1.8		3.4822022532		1.7411011266		5.7411011266

				2		4		2		6

				2.2		4.59479342		2.29739671		6.29739671

				2.4		5.2780316431		2.6390158215		6.6390158215

				2.6		6.062866266		3.031433133		7.031433133

				2.8		6.9644045064		3.4822022532		7.4822022532

				3		8		4		8
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Диаграмма1

		-2п		-2п		-2п		-2п

		-0.3839705529		0.7090748404		0.9665754188		1.9331508377

		-3п/2		-3п/2		-3п/2		-3п/2

		-0.9242600011		0.7056976607		0.2571520767		0.5143041534

		п		п		п		п

		-0.9236508119		-0.7079509086		-0.9661658647		-1.9323317294

		-п/2		-п/2		-п/2		-п/2

		-0.3824994973		-0.7068251811		-0.2586908441		-0.5173816881

		0		0		0		0

		0.3824994973		0.7068251811		0.9657538598		1.9315077197

		п/2		п/2		п/2		п/2

		0.9236508119		0.7079509086		0.2602289552		0.5204579105

		п/2		п/2		п/2		п/2

		0.9242600011		-0.7056976607		-0.9653394053		-1.9306788106

		3п/2		3п/2		3п/2		3п/2

		0.3839705529		-0.7090748404		-0.2617664063		-0.5235328127

		2п		2п		2п		2п



sin x

sin 2x

sin (2x +g/3)

2sin (2x +g/3)

-0.0015926529

0.0031853018

0.5025265422

1.0050530844

-0.7079509086

0.9999971464

0.8649616829

1.7299233658

-0.9999996829

-0.0015926529

-0.501148958

-1.002297916

-0.7068251811

-0.9999996829

-0.8657598395

-1.731519679

0

0

0.4997701026

0.9995402053

0.7068251811

0.9999996829

0.8665558001

1.7331116001

0.9999996829

0.0015926529

-0.4983899796

-0.9967799592

0.7079509086

-0.9999971464

-0.8673495626

-1.7346991251

0.0015926529

-0.0031853018

0.4970085923

0.9940171847



Лист1

				0		1/8		1/4		3/8		1/2		5/8		3/4		7/8		1		1/8		1/4		3/8		1/2		5/8		3/4		7/8		2

				0		0.3926990817		0.7853981634		1.1780972451		1.5707963268		1.9634954085		2.3561944902		2.7488935719		3.1415926536		3.5342917353		3.926990817		4.3196898987		4.7123889804		5.1050880621		5.4977871438		5.8904862255		6.2831853072

				1.5		1.5192746494		1.5769811824		1.6720284804		1.8		1.9491840917		2.0964882053		2.2079818474		2.25		2.2079818474		2.0964882053		1.9491840917		1.8		1.6720284804		1.5769811824		1.5192746494		1.5

				0		1.5707963268		1.9634954085		2.3561944902		2.7488935719		3.1415926536		3.5342917353		3.926990817		4.3196898987		4.7123889804		5.1050880621		5.4977871438		5.8904862255		6.2831853072		0.3926990817		0.7853981634		1.1780972451

				1.5		1.8		1.9491840917		2.0964882053		2.2079818474		2.25		2.2079818474		2.0964882053		1.9491840917		1.8		1.6720284804		1.5769811824		1.5192746494		1.5		1.5192746494		1.5769811824		1.6720284804

		1/2		5/8		3/4		7/8		2		1/8		1/4		3/8		1/2		5/8		3/4		7/8		1		1/8		1/4		3/8

		4.7123889804		5.1050880621		5.4977871438		5.8904862255		6.2831853072		0.3926990817		0.7853981634		1.1780972451		1.5707963268		1.9634954085		2.3561944902		2.7488935719		3.1415926536		3.5342917353		3.926990817		4.3196898987

		1.8		1.6720284804		1.5769811824		1.5192746494		1.5		1.5192746494		1.5769811824		1.6720284804		1.8		1.9491840917		2.0964882053		2.2079818474		2.25		2.2079818474		2.0964882053		1.9491840917

		-5		-4.5		-4		-3.5		-3		-2.5		-2		-1.5		-1		-0.5		0		0.5		1		1.5		2		2.5		3		3.5		4		4.5		5

		1.125		0.53125		0		-0.46875		-0.875		-1.21875		-1.5		-1.71875		-1.875		-1.96875		-2		-1.96875		-1.875		-1.71875		-1.5		-1.21875		-0.875		-0.46875		0		0.53125		1.125

				y-bc

		x		y

		-13		-11

		-6		13

		-8.5		4.3541666667

		3		1

		-6		13																		-8		8

		3		1																		-7		6.125

		-13		-11																		-6		4.5

		3		1																		-5		3.125

		0.5																				-4		2

		-5		0		0		e														-3		1.125

		-4.95		0.4232020794		-0.4232020794		0.800														-2		0.5

		-4.9		0.5969924623		-0.5969924623		6.25														-1		0.125

		-4.75		0.9367496998		-0.9367496998																0		0

		-4.5		1.3076696831		-1.3076696831																1		0.125

		-4		1.8		-1.8																2		0.5

		-3.5		2.1424285286		-2.1424285286																3		1.125

		-3		2.4		-2.4																4		2

		-2.5		2.5980762114		-2.5980762114																5		3.125

		-2		2.749545417		-2.749545417																6		4.5
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		t (рад.)		x		y		t (рад.)		x		y

		0		0		0		0		2		0
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		1		1				w2		-0.36		1.36
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		у = 2 sin (2x + p / 3)		0.3925		x		sin x		sin 2x		sin (2x +g/3)		2sin (2x +g/3)

		у = sin х.		-2п		-3.14		-0.0015926529		0.0031853018		0.5025265422		1.0050530844

		Сжимаем полученный график в 2 раза вдоль оси Ох				-2.7475		-0.3839705529		0.7090748404		0.9665754188		1.9331508377

		Сдвигаем график у = sin 2х  влево на p / 3		-3п/2		-2.355		-0.7079509086		0.9999971464		0.8649616829		1.7299233658

		Растягиваем график у = sin (2x + p / 3) в 2 раза вдоль оси Оу				-1.9625		-0.9242600011		0.7056976607		0.2571520767		0.5143041534

		у = 2х – 1 + 4		п		-1.57		-0.9999996829		-0.0015926529		-0.501148958		-1.002297916

		у = 2х .				-1.1775		-0.9236508119		-0.7079509086		-0.9661658647		-1.9323317294

		Сдвигаем график у = 2х  вправо на 1 единицу		-п/2		-0.785		-0.7068251811		-0.9999996829		-0.8657598395		-1.731519679

		Сдвигаем график у = 2х – 1 вверх на 4 единицы				-0.3925		-0.3824994973		-0.7068251811		-0.2586908441		-0.5173816881

				0		0		0		0		0.4997701026		0.9995402053

						0.3925		0.3824994973		0.7068251811		0.9657538598		1.9315077197

				п/2		0.785		0.7068251811		0.9999996829		0.8665558001		1.7331116001

						1.1775		0.9236508119		0.7079509086		0.2602289552		0.5204579105

				п/2		1.57		0.9999996829		0.0015926529		-0.4983899796		-0.9967799592

						1.9625		0.9242600011		-0.7056976607		-0.9653394053		-1.9306788106

				3п/2		2.355		0.7079509086		-0.9999971464		-0.8673495626		-1.7346991251

						2.7475		0.3839705529		-0.7090748404		-0.2617664063		-0.5235328127

				2п		3.14		0.0015926529		-0.0031853018		0.4970085923		0.9940171847
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