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Типовой расчет 
«Теория функций комплексной переменной» 

Вариант расчета (образец) 
1. Изобразить число i 355−  на комплексной плоскости, найти его модуль и 

аргумент и записать в тригонометрической и экспоненциальной формах. 

2. Найти а)
i
i

32
75

−
+

, б)
i

e 4
7

2Re

π
−

. 

3. Вычислить 51179128 36 iiii ++− . 

4. Вычислить
( )
( )7

11

3

62

i

i

+

−
. 

5. Вычислить и изобразить на комплексной плоскости 5 1 i+− . 
6. Найти все значения функций: 

а) ( )i32sh + , б) 3Arcsin , в) ( ) ii +− 23 . 
7. Нарисовать линии или области, заданные равенствами или неравенствами:  

а) [ ]π;0,1 ∈+= tez it , 

б) 2Im 2 >z , 

в) ( ) 0arg
2

,54Re31 ≤≤−+≤+− ziiz π
. 

8. Восстановить аналитическую функцию по ее вещественной части 

( ) ( ) iwxyxeyxu y 210,cos, +=+= . 

9. Найти образ линии 2=+ yx  при следующих отображениях: 

а) izw 21−= , б)
z

w 1
= . 

10. Исследовать конечные особые точки функции и найти в них вычеты 

а) ( )
( ) ( )21 3 +−

=
zz

ezf
z

, б) ( ) 3
1

z
ezf

z −
= , в) ( ) 3

5
−= zezf . 

11. Вычислить интеграл
( ) ( )∫

+−L zz
zdz

11 22 , где L : 

а) 1=− iz , б) 2=z , в) 
2
1

=z . 

12. Вычислить несобственные интегралы, используя вычеты 

а)
( )( )∫

+∞

∞− ++
222 14 xx

dx
, б)

( )∫
+∞

+−0
22 22

2cos

xx

xdx
. 
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Справочный материал 
Комплексным числом z  называется выражение вида yixz += , где x  и y — любые 

действительные числа, i — мнимая единица, удовлетворяющая условию 12 −=i .  
Запись yixz +=  называется алгебраической формой комплексного числа.  
Действительные числа x  и y  называются соответственно действительной (или 

вещественной) и мнимой частью комплексного числа yixz +=  и обозначаются 
zx Re= , zy Im= . 

Комплексное число yixz −=  называется сопряженным числу yixz += . 

Комплексное число yixz +=  можно изображать на плоскости OXY  вектором rr  с 

началом в точке ( )0,0  и концом в точке ( )yx, . Плоскость, на которой изображаются 
комплексные числа, называется комплексной плоскостью. Ось абсцисс называется 
действительной (или вещественной) осью, а ось ординат — мнимой (рис. 1). 

0 x

y iyxz +=

zRe

zIm

 
Рис. 1. 

Длина вектора { }yxr ,=
r

 называется модулем комплексного числа z  и обозначается 

zr = . Величина угла между положительным направлением действительной оси и 

вектором rr  называется аргументом числа z : zarg=ϕ . Положительным направлением 
изменения угла ϕ  считается направление против часовой стрелки. Модуль и аргумент 
комплексного числа z  определяются из формул 

22 yxzr +== , 
x
y

=ϕtg . 

При нахождении аргумента следует учитывать, что для каждого числа 0≠z  его 
аргумент имеет бесконечное множество значений, отличающихся друг от друга на число, 
кратное π2  (аргумент числа 0=z  не определён, а его модуль равен нулю). В качестве 
главного значения аргумента обычно выбирают значение zarg=ϕ  из промежутка 

( ]ππ ,− . Всё множество значений аргумента обозначают zArg . Таким образом, 

kzz π2argArg += ( K,2,1,0 ±±=k ). 

Если ππ ≤<− zarg ,то из формулы 
x
y

=ϕtg  получаем 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−

+=

π

π

x
y
x
y
x
y

z

arctg

arctg

arctg

arg  

для внутренних точек I и IV четвертей, то есть при 0>x , 

для внутренних точек II четверти, то есть при 0<x , 0>y , 

для внутренних точек III четверти, 
то есть 0<x , 0<y . 

Выделим четыре частных случая. Если z: 
a) действительное положительное число, то 0arg =z ; 
б) действительное отрицательное число, то π=zarg ; 



 3

в) чисто мнимое с положительной мнимой частью, то 
2

arg π
=z ; 

г) чисто мнимое с отрицательной мнимой частью, то 
2

arg π
−=z . 

Любое комплексное число 0≠z  можно представить в тригонометрической форме  
( )ϕϕ sincos irz += . 

В силу периодичности функций ϕcos  и ϕsin  для перехода к тригонометрической 
форме достаточно найти главное значение аргумента и считать, что zA rg=ϕ . 

С помощью формулы Эйлера 

ϕϕϕ sincos iei +=  
можно перейти от тригонометрической формы записи комплексного числа к 
экспоненциальной (показательной) 

ϕierz = , 
в которой по уже указанным причинам будем считать, что zA rg=ϕ . 

Задача 1 

Изобразить число i 355−  на комплексной плоскости, найти его модуль и аргумент и 
записать в тригонометрической и экспоненциальной формах. 

Решение задачи  

Число i 355−  изобразим на комплексной плоскости вектором с координатами 

( )35,5 −  (рис. 2). 
Найдем модуль заданного числа: 

( ) 10355
22 =−+=z . 

Так как вектор ( )35,5 −  лежит в четвертой четверти, то  

35
35arctgarg π

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=z . 

i355−

0
5

35−

x

y

3
π

−

  

Рис. 2. 

Тригонометрическая форма имеет вид 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π
−=

3
sin

3
cos10 iz , 

а экспоненциальная 

i
ez 310

π
−

= . 
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Справочный материал 
При делении комплексных чисел удобно домножить числитель и знаменатель дроби, 

полученной при записи действия, на комплексное число, сопряженное знаменателю: 
( )( )
( )( ) =−+

−+
=

+
+

=
2222

2211

22

11

2

1
yixyix
yixyix

yix
yix

z
z

2
2

2
2

2112
2
2

2
2

2121

yx
yxyxi

yx
yyxx

+

−
+

+

+
= . 

Задача 2 

Найти а)
i
i

32
75

−
+

, б)
i

e 4
7

2Re

π
−

. 

Решение задачи 2а 

( )
( )

( )
( ) =

−
+++

=
+
+

−
+

=
−
+

22

2

92
21141510

32
32

32
75

32
75

i
iii

i
i

i
i

i
i ii

13
29

13
11

13
2911

+−=
+−

= . 

Решение задачи 2б 

Представим 
i

e 4
7

2

π
−

 в тригонометрической форме и найдем его действительную 
часть: 

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

−

4
7sin

4
7cos2Re4

7

2Re ππ
π

i
i

e 2
2
22

4
7cos2 =⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

π
. 

Задача 3 

Вычислить 51179128 36 iiii ++− . 
Решение задачи  

Учитывая, что 12 −=i , и ( ) ,11 2 =− n  ( ) 11 12 −=− +n , получаем  

( ) ( ) ( ) ( ) =++−=++−
225239264251179128 3636 iiiiiiiiiii  

iiii 41361 +=+−+= . 
Задача 4 

Вычислить
( )
( )7

11

3

62

i

i

+

−
. 

Решение задачи 

Представим числа i62 −  и i+3  в показательной форме: 

i
ei 3862

π
−

=− ; 

i
ei 623
π

=+ , 
и возведем их в степени: 

( ) ii
eei 3

11
16

11

311
22862

ππ
−−

=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=− , 

( ) ii
eei 6

7
7

7

67
223

ππ

=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=+ . 

Тогда 
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( )
( )

i

i

i

e

e

e

i

i 6
29

9

6
7

7

3
11

16

7

11

22

2

22

3

62
π

π

π
−

−

==
+

−
. 

Так как  

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

−

6
5cos

6
29sin

6
29cos6

29
ππππ

π

ie
i

2
1

2
3

6
sin

6
cos

6
5sin iii −−=−−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

ππππ , 

получаем 

( )
( )

( )ii
i

i
+−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=

+

−
322

2
1

2
322

3

62 89
7

11

. 

Справочный материал  
Извлечь корень натуральной степени n  из числа z - значит найти такое число 
n zw = , n  - я степень которого равна z. 

Если ϕirez = , то, учитывая, что ( )kii ee πϕϕ 2+=  

===
π+ϕ

ϕ n
kinn in errez

2

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
+

=
n

ki
n

krn πϕπϕ 2sin2cos , 1,,1,0 −= nk K . 

Все n  различных значений n z  имеют один и тот же модуль, равный n r . Аргументы 

значений kw  и 1+kw  отличаются один от другого на 
n
π2

. Поэтому точки, 

соответствующие значениям n z , являются вершинами правильного n  - угольника, 

вписанного в окружность радиуса n r  с центром в начале координат. 
Задача 5 

Вычислить и изобразить на комплексной плоскости 5 1 i+− . 

Решение задачи 
Найдем модуль и аргумент числа iz +−= 1 : 

( ) 211 2 =+−== zr  , 

4
3

41
1arctgarg ππππϕ =+−=+
−

== z . 

Следовательно, 

⎟⎟
⎠

⎞+
+

+
⎜⎜
⎝

⎛
=+−

5

2
4

3

sin
5

2
4

3

cos21 55
k

i
k

i
ππππ

. 

Полагая 4,3,2,1,0=k , найдем пять различных значений корня: 

0=k  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+−=

20
3sin

20
3cos21 105

0
ππ iiw , 

1=k  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+−=

20
11sin

20
11cos21 105

1
ππ iiw , 
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2=k  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+−=

20
19sin

20
19cos21 105

2
ππ iiw , 

3=k  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+−=

20
27sin

20
27cos21 105

3
ππ iiw ,

4=k  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+−=

20
35sin

20
35cos21 105

4
ππ iiw . 

Изобразим полученные значения на комплексной плоскости (рис. 3). 

0
20
3π

20
8π

2w

1w

0w

4w
3w

x

y

 
 

Рис. 3. 

Справочный материал 
Пусть даны два множества D  и E , принадлежащих расширенной комплексной 

плоскости. 
Если каждому числу z  из множества D  поставлено в соответствие одно число w  из 

множества E , то говорят, что на множестве D  определена однозначная функция 
комплексной переменной ( )zfw = , отображающая множество D  во множество E .  

Множество 1E  всех значенийw , которые ( )zf  принимает на E , называется 

множеством значений функции ( )zf . 
Если каждому значению z  из множества D  ставится в соответствие несколько 

значений w  из множества E , то функция ( )zfw =  называется многозначной. 
Представим каждое из комплексных чисел z  и w  в виде yixz += , viuw += . 

Тогда  

( ) ( ) ( ) ( )yxviyxuyixfzfw ,, +=+== . 

Таким образом, задание функции комплексной переменной ( )zfw =  равносильно 

заданию двух действительных функций ( )yxuu ,=  и ( )yxvv ,= . 
Перечислим основные элементарные функции комплексной переменной. 

Показательная функция zew =  определяется с помощью равенства 

( )yiyeeew xyix sincos +== . 

Показательная функция является периодической с периодом iπ2 , т. е. ziz ee =+ π2 . 

Тригонометрические функции определяются равенствами 

2
cos

zizi eez
−+

= , 
i
eez

zizi

2
sin

−−
= , 
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z
zz

cos
sintg = , 

z
zz

sin
cosctg = . 

Гиперболические функции задаются как 

2
sh

zz eez
−−

= , 
2

ch
zz eez

−+
= , 

z
zz

ch
shth = , 

z
zz

sh
chcth = . 

Логарифмическая функция 

Число w  — логарифм числа z  ( 0≠z ), если zew = . 

( )kzizzizzw π2arglnArglnLn ++=+==  ( K,2,1,0 ±±=k ). 

Ввиду многозначности величины zArg  логарифм является многозначной функцией. 
Главным значением логарифма называется то значение, которое соответствует 

главному значению аргумента числа z  
zizz arglnln += . 

Общая степенная функция αzw =  
Если α — любое комплексное число, то  

zezw Lnαα == . 
Эта функция многозначная, так как многозначна логарифмическая функция. 

Общая показательная функция zw α=  
Если α — любое комплексное число, отличное от нуля, то 

αα Lnzz ew == . 
Эта функция также является многозначной. 
Обратные тригонометрические функции 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+−= 21LnArcsin zziiz ,

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+−= 1LnArccos 2zziz , 

zi
ziiz

+
−

−= Ln
2

Arctg  ( iz ±≠ ), 

zi
ziiz

+
−

= Ln
2

Arcctg  ( iz ±≠ ). 

Задача 6  
Найти все значения функций: 

а) ( )i32sh + , б) 3Arcsin , в) ( ) ii +− 23 . 

Решение задачи  

а) Подставляя в формулу 
2

sh
zz eez

−−
=  значение iz 32+= , получаем 
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( )
( )

=
−

=
−

=+
−−+−+

22
32sh

32323232 iiii eeeeeei

( ) ( )
+

−
=

−−+
=

−−

2
3cos

2
3sin3cos3sin3cos 2222 eeieie

2ch3sin2sh3cos
2

3sin
22

ieei +=
+

+
−

. 

б) Полагая в формуле ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−= 21LnArcsin zziiz  значение 3=z , запишем  

( ) ( )( )23Ln313Ln3Arcsin
2

±−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−= iiii . 

Так как ( ) ( )
2

23arg,2323 π
=±±=± ii , то 

( )( ) ( ) Ζ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++±=± kkii ,2

2
23ln23Ln ππ

. 

Следовательно,  

( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++±−= kii ππ 2

2
23ln3Arcsin ( ) Ζ∈+±−= kki ,223ln

2
ππ

. 

Замечая, что
23

123
+

=− , запишем  

( ) ( )23ln23ln +±=± . 
Окончательно, 

( ) Ζ∈++±= kki ,223ln
2

3Arcsin ππ
. 

в) Воспользуемся представлением показательно-степенной функции в виде 
суперпозиции общих показательной и степенной функций, т. е.  

( ) ( ) ( ) ( )iiii eei
i 3Ln23Ln2 2

3 −+−+ ==−
+

. 
Так как  

33 =− i , 

( )
2

3arg π
−=− i ,  

то имеем  

( ) Ζ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+=− kkii ,2

2
3ln3Ln ππ

. 

Подставляя полученное выражение, запишем  

( )
( ) ( )

===−
+−+++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−++

+ kikkii
i eei

ππππππ
43ln2

2
3ln22

2
3ln2

23  

( ) ( )( ) =+−++−=
+

kike
k

ππππ
ππ

43lnsin43lncos9
2

2  

( )3lnsin3lncos9
2

2 ie
k

+−=
+ π

π

. 
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Справочный материал 

Совокупность точек z , таких что rzz =− 0 , образует окружность с центром в точке 

0z  радиуса r . Неравенство rzz <− 0  определяет множество точек, лежащих внутри 

этой окружности (внутренность круга), а неравенство rzz >− 0  — множество точек, 
лежащих вне окружности (внешность круга). 

Совокупность точек z , удовлетворяющих уравнению ( ) ϕ=− 0arg zz , образует луч, 

выходящий из точки 0z  и составляющий угол ϕ  с положительным направлением оси 

Ox . 

Задача 7 
Нарисовать линии или области, заданные равенствами или неравенствами:  

а) [ ]π;0,1 ∈+= tez it , 

б) 2Im 2 >z , 

в) ( ) 0arg
2

,54Re31 ≤≤−+≤+− ziiz π
. 

Решение задачи 

а) Из формулы Эйлера titeit sincos +=  получаем  
( ) ( ) tittityixz sincos1sincos1 ++=++=+= . 

Следовательно, 

⎩
⎨
⎧

=
+=

ty
tx

sin
cos1

 или 
⎩
⎨
⎧

=
=−

ty
tx

sin
cos1

. 

Возведя обе части уравнений последней системы в квадраты и сложив, получим 
уравнение  

( ) 11 22 =+− yx . 

Так как параметр t  изменяется от 0  до π , то искомая линия представляет собой 
верхнюю половину окружности с центром в точке )0;1(  единичного радиуса (рис. 4). 

10

y

x

 
Рис. 4. 

б) Пусть iyxz += . Тогда ( ) ( ) xyiyxiyxz 22222 +−=+= . Следовательно, 

xyz 2Im 2 = .  

Так как по условию 2Im 2 >z , получаем 22 >xy  или 1>xy . Последнее неравенство 
определяет множество точек в первой и третьей четвертях, соответственно над и под 
гиперболой 1=xy (рис. 5). 
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y

x0

 
Рис. 5. 

 
в) Так как ( ) 454Re =+ i ,то неравенство 

( )iiz 54Re31 +≤+−  

задает множество точек внутри и на окружности радиуса, равного 4 , с центром в точке 
( )3;1− . 

Система 0arg
2

≤≤− zπ
 описывает точки, лежащие внутри и на границах области, 

образованной лучами, выходящими из начала координат под углами 0  и 
2
π

−  к оси 

Ox (рис. 6).  
y

x0
1

3−

 
Рис. 6.  

Справочный материал  
Пусть функция ( )zfw =  определена на области D. Зафиксируем точку Dzz ∈= 0  

(соответственно функция примет значение ( )0zf ). Пусть переменная z получит 

приращение yixz Δ+Δ=Δ , то есть zzz Δ+= 0  (при этом zΔ  должно быть настолько 
мало, чтобы точка z оставалась внутри области D). Тогда значение функции тоже получит 
приращение 

( ) ( ) ( )000 zfzzfzf −Δ+=Δ . 

Производной функции ( )zfw =  в точке 0z  называется предел 

( ) ( ) ( )0
00

0 limlim
0

zf
z
w

zz
zfzf

zzz
′=

Δ
Δ

=
−
−

→Δ→
, 

при условии, что он существует. 
Функция дифференцируема в точке 0z  тогда и только тогда, когда существует 

конечная производная ( )0zf ′ . 
Функция, дифференцируемая в каждой точке области, называется 

дифференцируемой в этой области. 
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Пусть функция ( ) ( ) ( )yxviyxuzf ,, +=  определена в некоторой окрестности точки 

000 yixz += , где ( )yxu ,  и ( )yxv ,  дифференцируемы в этой точке. Тогда для того, 

чтобы функция ( )zfw =  была дифференцируема в точке 0z , необходимо и достаточно, 
чтобы в этой точке выполнялись равенства 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

x
v

y
u

y
v

x
u

. 

Эти равенства называются условиями Коши - Римана или условиями Эйлера - 
Даламбера. 

Однозначная функция ( )zfw = , дифференцируемая в какой-либо точке и некоторой 
ее окрестности, называется аналитической в этой точке. 

Если функция ( )zfw =  является аналитической в каждой точке области D, то она 
называется аналитической в этой области. 

Функция является аналитической в области тогда и только тогда, когда в каждой точке 
этой области выполняются условия Коши-Римана. 

Если ( )zfw =  аналитическая в некоторой области, то её вещественная и мнимая 

части ( )yxu ,  и ( )yxv ,  удовлетворяют дифференциальному уравнению Лапласа 

02

2

2

2
=

∂

∂
+

∂

∂

y
T

x
T

, то есть  

02

2

2

2
=

∂

∂
+

∂

∂

y
u

x
u

, 02

2

2

2
=

∂

∂
+

∂

∂

y
v

x
v

. 

Решения уравнения Лапласа называются гармоническими функциями. 
Задача 8 

Восстановить аналитическую функцию по ее вещественной части 

( ) xyxeyxu y += cos, , 
если 

( ) iw 210 +=  

Решение задачи 
1) Проверим, является ли функция гармонической. 

yxe
x
u y +−=
∂
∂ sin ; xxe

y
u y +=
∂
∂ cos ; 

xe
x
u y cos2

2
−=

∂

∂
; xe

y
u y cos2

2
=

∂

∂
; 

Поскольку 0coscos2

2

2

2
=+−=

∂

∂
+

∂

∂ xexe
y
u

x
u yy , требование гармоничности 

выполнено. 
2) Для отыскания функции ( )yxv ,  воспользуемся условиями Коши - Римана. 

Так как yxe
x
u y +−=
∂
∂ sin , то из первого условия Коши - Римана получаем 

yxe
y
v y +−=
∂
∂ sin , откуда 
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( ) ( ) ( )xcyxedyyxeyxv yy ++−=+−= ∫ 2
sinsin,

2
.  (1) 

По второму условию Коши - Римана 
y
u

x
v

∂
∂

−=
∂
∂

, то есть 

( ) ( )xxexcyxe y

x

y +−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++− cos

2
sin

'2
, или 

( ) xxexcxe yy −−=′+− coscos ,откуда 

( ) xxc −=′ . 

Интегрируя, найдем ( ) ( ) 1

2

2
cxdxxxc +−=−= ∫ , и подставим последнее выражение в 

формулу (1): 

( ) 1

22

22
sin, cxyxeyxv y +−+−= . 

Таким образом, аналитическая функция имеет вид 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−+−++=+ 1

22

22
sincos cxyxeixyxeyixw yy . 

Полагая в этом равенстве 0, == yzx , получаем 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−−+= 1

2

2
sincos czzizzw . 

Таким образом, мы восстановили аналитическую функцию по ее вещественной части  
с точностью до постоянной величины.  

Учитывая заданные начальные условия, находим 1c : 

( ) 22110 11 =⇒+=+= ciicw . 
Тогда  

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−+=

2
sin2cos

2zzizzw . 

Задача 9 
Найти образ линии 2=+ yx  при следующих отображениях: 

а) izw 21−= , б)
z

w 1
= . 

Решение задачи 
а) Обозначив iyxz +=  и ivuw += , запишем 

ivuixyiyxiizw +=−+=+−=−= 221)(2121 ,т.е.
⎩
⎨
⎧

−=
+=
xv

yu
2

21
  

Выразим из последних соотношений x  и y : 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
=

−=

2
1

2
uy

vx
. 

Подставив их в уравнение заданной линии, получим уравнение прямой 2
2

1
2

=
−

+−
uv

, 

или 5=−vu  (рис. 7). 
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2

20

y
z

x

v

0

w

5

5−

u

 
Рис. 7. 

б) Из выражения
z

w 1
=  имеем 

w
z 1
=  или, обозначив iyxz +=  и ivuw += , 

22
1

vu
ivu

ivu
iyx

+
−

=
+

=+ . 

Тогда 

22 vu
ux
+

= , 22 vu
vy
+
−

= . 

Подставив x  и y  в уравнение исходной линии, получим 22222 =
+

+
+ vu

v
vu

u
, 

откуда 0)(2 22 =−−+ vuvu , или 

8
1

4
1

4
1 22

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − vu . 

Последнее уравнение определяет окружность радиуса 
22

1
 с центром в точке 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
1;

4
1

1O  (рис.8). 

2

y

z

2 x0

v

0 u

w

1

1O

 
Рис. 8. 

Справочный материал 
Ряды Тейлора и Лорана 

Функция ( )zf , однозначная и аналитичная в точке 0zz = , раскладывается в 
окрестности этой точки в степенной ряд Тейлора  

( ) ( )∑
∞

=
−=

0
0

n

n
n zzczf , 

коэффициенты которого вычисляются по формулам 

( )
( )

( )( ) ( ),...2,1,0
!2

1 0
1

0
==

−
= ∫ + n

n
zf

zz
dzzf

i
c

L

n

nn π
, 

где L — окружность с центром в точке 0z , лежащая в указанной окрестности. 



 14

Приведём разложения некоторых основных элементарных функций в ряд Тейлора по 
степеням z  (т. е. в окрестности точки 0=z ). 

∑
∞

=
=

0 !n

n
z

n
ze , ∞<z , 

( ) ( )∑
∞

=

+

+
−=

0

12

!12
1sin

n

n
n

n
zz , ∞<z ,

( ) ( )∑
∞

=
−=

0

2

!2
1cos

n

n
n

n
zz , ∞<z , 

Точка 0z  называется нулём функции ( )zf  порядка (кратности) n , если в 

разложении ( )zf  в ряд Тейлора в окрестности 0z  коэффициенты 0110 ==== −nccc K , 

а 0≠nc . 

Функция ( )zf , однозначная и аналитичная в кольце Rzzr <−< 0  ( ∞≤≤≤ Rr0 ), 

раскладывается в этом кольце в ряд Лорана  

( ) ( ) ( )
( )∑∑∑

∞

=

−
∞

=

∞

−∞= −
+−=−=

1 00
00

n
n

n

n

n
n

n

n
n

zz
czzczzczf , 

где 
( )

( )∫ +−
=

L
nn d

z
f

i
c ξ

ξ
ξ

π 1
02

1
 ( K,2,1,0 ±±=n ), L — любая окружность с центром в 

точке 0z , лежащая внутри кольца. 

Ряд ( )∑
∞

=
−

0
0

n

n
n zzc  называется правильной частью ряда Лорана (она сходится 

внутри круга Rzz <− 0 ), ряд 
( )∑

∞

=

−

−1 0n
n

n

zz
c

 — главная часть ряда Лорана (сходится вне 

круга rzz >− 0 ). 

Классификация особых точек 
Точка 0z  называется особой точкой функции ( )zf , если функция в этой точке не 

является аналитической. 
Точка 0z  называется правильной точкой функции ( )zf , если функция в этой точке и 

некоторой её окрестности является аналитической. 
Особая точка 0z  функции ( )zf  называется изолированной особой точкой, если 

существует проколотая окрестность этой точки ( )0zU
o

, не содержащая особых точек 
функции. 

Изолированная особая точка 0z  называется устранимой особой точкой, если 

существует конечный предел ( ) 0
0

lim czf
zz

=
→

. 

Изолированная точка 0z  называется полюсом, если ( ) ∞=
→

zf
zz 0

lim . 

Если точка 0z  — ноль функции ( )zf
1

 ( ( ) 0≡/zf ), то она является полюсом функции 

( )zf . 

Если 0zz =  — ноль порядка m  для функции ( )zf
1

, то назовём её полюсом порядка 

m  для функции ( )zf . При 1=m  полюс называется простым. 
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Изолированная особая точка называется существенно особой, если ( )zf
zz 0

lim
→

 не 

существует. 
Очевидно, что если ( )zf  — несократимая дробно-рациональная функция, то её 

конечными изолированными особыми точками являются корни знаменателя. Они могут 
быть только полюсами. 

Пусть функция ( )zf  однозначна и аналитична в некоторой окрестности точки 0z  за 

исключением, может быть, самой точки 0z . Вычетом функции в точке 0z  называется 

число, равное значению интеграла ( )∫
L

dzzf
iπ2

1
, где L  — любой замкнутый контур, 

лежащий в указанной окрестности и окружающий точку 0z , причём обход происходит в 

таком направлении, чтобы 0z  оставалась слева, т. е. 

( ) ( )∫=
= Lzz

dzzf
i

zf
π2
1res

0
. 

Если точка 0z  является конечной изолированной особой точкой функции ( )zf , то 

( ) 1
0

res −
=

= czf
zz

. 

Правила нахождения вычетов 
1. Если 0z  — правильная или устранимая особая точка, то 

( ) 0res
0

=
=

zf
zz

. 

2. Если 0z  — полюс первого порядка, то  

( ) ( )( )0
00

limres zzzfzf
zzzz

−=
→=

. 

Замечание. Если ( )zf  может быть представлена в виде частного ( ) ( )
( )z
zzf

ψ
ϕ

= , где 

( ) 00 ≠zϕ , ( ) 00 =zψ , ( ) 00 ≠′ zψ , то 

( )zf
zz 0

res
=

( )
( )0

0
z
z

ψ
ϕ
′

= . 

3. Если 0z  — полюс m  - го порядка функции ( )zf , то 

( ) ( ) ( )( )[ ]m
m

m

zzzz
zzzf

dz
d

m
zf 01

1

00
lim

!1
1res −
−

= −

−

→=
. 

4. Если 0z  — существенно особая точка функции ( )zf , то для вычисления вычета 
функции в этой точке обычно определяют коэффициент 1−c  ряда Лорана 
непосредственно. 

Задача 10 
Исследовать конечные особые точки функции и найти в них вычеты 

а) ( )
( ) ( )21 3 +−

=
zz

ezf
z

, б) ( ) 3
1

z
ezf

z −
= , в) ( ) 3

5
−= zezf . 

Решение задачи 

а) Конечные особые точки функции 
( ) ( )21 3 +− zz

ez
 – нули ее знаменателя. При этом, 

11 =z  - ноль третьего порядка, а 22 −=z  – ноль первого порядка. Следовательно, точки 

11 =z  и 22 −=z  – полюсы третьего и первого порядков соответственно. Тогда 
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( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+−

−
=

+− →→=

''

1

''

3

3

131 2
lim

2
1

21
1lim

!2
1

21
res
1 z

z

z
z

z

z

z

z z
e

zz
ez

zz
e

( )
( )

( )
( ) 54

5
3
5

2
1

2
22lim

2
1

2
1lim

2
1

33

2

1

'

21

ee
z

zze
z

ze z

z

z

z
==

+

++
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

+
=

→→
, 

( ) ( )
( )

( ) ( ) 2721
2lim

21
res

2

32322

−

−→−=
−=

+−

+
=

+−

e
zz
ez

zz
e z

z

z

z
. 

б) Конечная особая точка функции ( ) 3
1

z
ezf

z −
=  – точка 00 =z  – полюс второго 

порядка, так как 

2303
1~1
zz

z
z

e
z

z
=

−
→

. 

Следовательно,  

( )
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
=

−
→→=

'

0

'

3

2

030

1lim1lim1res
0 z

e
z
ez

z
e z

z
z

z

z

z

z
 

( )
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

−−
=

→ 0
01lim 20 z

eze zz

z
. 

Для вычисления этого предела воспользуемся правилом Лопиталя, т. е.  

( )
( )

=
−+

=
+−

=
−

→→= z
eeze

z

eze
z

e zzz

z
z

z
zz

z

z

z 2
lim

1
lim1res

0'2

'

0300 2
1

2
lim

2
lim

00
===

→→

z

z

z

z

e
z
ze

. 

в) Точка 3=z - существенно особая точка функции ( ) 3
5
−= zezf , так как не 

существует e
z

z

3
5

3
lim −

→
. 

Для определения вычета найдем коэффициент 1−c  разложения e
z 3

5
−

 в ряд Лорана по 

степеням 3−z . Так как ∞<−<+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

−
+=

− 30,...
3

5
!2

1
3

51
2

3
5

z
zze

z
, то  

5res 1
3

5

3
== −

−
=

ce z
z

. 

Справочный материал 
Теорема Коши 

Если функция ( )zf  аналитическая в односвязной области D, ограниченной 

замкнутым контуром L , а также в точках этого контура, то ( ) 0=∫
L

dzzf . 

Основная теорема о вычетах 

Если функция ( )zf  является аналитической в замкнутой области D , ограниченной 
контуром L , за исключением конечного числа n  изолированных особых точек 

nzzz ,,, 21 K , лежащих внутри L , то 
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( ) ( )∑∫
= =

=
n

k zzL
zfidzzf

k1
res2π . 

Задача 11  

Вычислить интеграл
( ) ( )∫

+−L zz
zdz

11 22 , где L : 

а) 1=− iz , б) 2=z , в) 
2
1

=z . 

Решение задачи 

Конечными особыми точками функции 
( ) ( )11 22 +− zz

z
 являются нули ее 

знаменателя, т. е. точки izz ±== ,1 . При этом, 1=z  – полюс второго порядка, а 

iz +=  и iz −=  – полюсы первого порядка, т. к. ( ) ( ) ( ) ( )( )izizzzz −+−=+− 222 111 . 

а) Контур 1=− iz  представляет собой окружность единичного радиуса с центром в 

точке ( )1,0  (рис. 9). Внутри этой окружности находится только полюс первого порядка 
iz = . 

y

x10

i

 
Рис. 9. 

Найдем вычет в этой точке:  

( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( )
=

−
=

+−−

−
=

+− →= ii
i

izizz
izz

zz
z

iziz 211
lim

11
res 2222  

( )
( ) ( ) ( ) 442

2
112

121
112

1
222

2 iii
ii

i
=

⋅
=

−−

++−
=

+−

+
= . 

Тогда 
( ) ( ) 24

2
11 22

ππ −==
+−

∫
ii

zz
zdz

L
. 

б) Внутри контура 2=z , представляющего собой окружность радиуса 2 с центром в 

начале координат, находятся точки 11 =z  - полюс второго порядка, iz =2  и iz −=3  - 
полюсы первого порядка (рис. 10). 

y

x10

i

i−

 
Рис. 10. 
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В пункте (а) был найден вычет в полюсе iz =  
( ) ( ) 411

res
22

i
zz

z
iz

=
+−=

.Вычислим 

вычеты в остальных полюсах: 

( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
=

−−−

−
=

+−−

+
=

+− −→−= ii
i

izizz
izz

zz
z

iziz 211
lim

11
res 2222  

( )
( ) ( ) ( ) 442

2
112

121
112

1
222

2 iii
ii

i
−=

⋅
−

=
−−

+−−
=

−+

−
= , 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
=

+

⋅⋅−+
=

′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+−

−
=

+− →→= 22

2

122

2

1221 1

21lim
11

1lim
11

res
z

zzz
zz

zz
zz

z
zzz

 

( )
0

1

1lim 22

2

1
=

+

−
=

→ z

z
z

. 

Окончательно получаем 
( ) ( ) 00

44
2

11 22 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

+−
∫

iii
zz

zdz

L
π . 

в) Внутри окружности 
2
1

=z  нет особых точек (рис. 11), и тогда по теореме Коши 

( ) ( )∫ =
+−L zz

zdz 0
11 22 . 

i

1
i−

x

y

 
Рис. 11.  

Справочный материал 

Несобственный интеграл I рода ( )∫
+∞

∞−
dxxf  

а) Пусть функция ( )zf  аналитическая в верхней полуплоскости, включая 

действительную ось, за исключением конечного числа особых точек nzz ,,1 K , лежащих в 
верхней полуплоскости. 

Пусть, кроме того, ( ) mz

Mzf ≤  при Rz ≥ , 2≥m . Тогда 

( ) ( )∑∫
= =

+∞

∞−
=

n

k zz
zfidxxf

k1
res2π . 

б) Пусть функция ( )zf  имеет вид ( ) ( )zFezf ziα= , где 0>α , а ( )zF  
аналитическая в верхней полуплоскости, включая действительную ось, за исключением 
конечного числа особых точек nzz ,,1 K , лежащих в верхней полуплоскости и 

( ) 0lim
0Im

=
≥
∞→

zF
z

z
. Тогда 

( ) ( ) ( )∑∫∫
= =

+∞

∞−

+∞

∞−
==

n

k zz
xi zfidxxFedxxf

k1
res2πα . 
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При нахождении интегралов вида  

( ) ( )∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−
xdxxFxdxxF αα cos,sin  

следует сначала получить значение интеграла ( )dxxFe xi∫
+∞

∞−

α , а затем выделить его 

мнимую и вещественную части. 
Задача 12 

Вычислить несобственные интегралы, используя вычеты 

а)
( )( )∫

+∞

∞− ++
222 14 xx

dx
, б)

( )∫
+∞

+−0
22 22

2cos

xx

xdx
. 

Решение задачи 

а). Введем функцию ( )
( )( )222 14

1

++
=

zz
zf . В верхней полуплоскости ( )zf  имеет 

один полюс первого порядка в точке iz 21 =  и один полюс второго порядка в точке 

iz =2 . Найдем вычеты в этих точках: 

( )
( )( )

=
++

−
=

→= 22222 14

2limres
1 zz

izzf
iziz

( )( )( ) ( )( ) 3612

1lim
122

2lim 222222

i

zizziziz

iz
iziz

−=
++

=
+−+

−
=

→→
. 

( ) ( )
( )( )

=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

++

−
=

→=

'

222

2

14
limres

2 zz

izzf
iziz

( )
( )( ) ( )

( ) ( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−++

−
= −−

→→

'
212

'

222

2
4lim

4
lim izz

izizz
iz

iz
z

iz
 

( ) ( ) ( ) ( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−++−=

−−−−

→
zzizziz

iz
2442lim

222123  

( ) ( ) 3618121812
1

29
2

23
2

23
iiii

ii
i

i
−=+−=+=−−= . 

Окончательно, 
( )( ) 93636

2
14

222

ππ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

++
∫
+∞

∞−

iii
xx

dx
. 

б) Так как подынтегральная функция 
( )22 22

2cos

+− xx

x
 четная, то  

( ) ( )∫∫
+∞

∞−

+∞

+−
=

+−
220

22 22

2cos
2
1

22

2cos

xx

xdx

xx

xdx
. 

Подынтегральную функцию можно представить в виде 

( )
( ) ( )22

2

22 22
Re

22

2cos

+−
=

+−
=

xx

e

xx

xxf
ix

, поэтому искомый интеграл  
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( ) ( )
dx

xx

e

xx

xdx ix

∫∫
+∞

∞−

+∞

+−
=

+−
22

2

0
22 22

Re
2
1

22

2cos
. 

Функция ( )
( )22 22

1

+−
=

zz
zF  имеет в верхней полуплоскости полюс второго 

порядка в точке iz +=10 . Найдем вычет в 0z : 

( )
( )( )

( )
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+−

+−
=

+− +→+=

'

22

22

122

2

1 22

1lim
22

res
0 zz

ize

zz

e iz

iz

iz

iz
 

( )( )
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−
=

+→

'

2

2

1 1
lim

iz
e zi

iz
 

( )( ) ( )( )
( )( )

=
−−

−−−−−
=

+→ 4

222

1 1
1212lim

iz
izeizie iziz

iz
 

( )( )
( )

=−=
+−

−+−
= −

+→

i
iz

iz
eei

iz
izie 22
3

2

1 4
3

1
112lim

( ) ( )2cos2sin
4
32sin2cos

4
3 22 ieiei

−=+−= −− . 

Так как  

( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− 2cos2sin

4
32Re 2 ieiπ  

2cos
2
32sin

2
32cos

2
3Re 222 −−− =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += eeie πππ , 

то окончательно получаем 

( )
2cos

4
3

22

2cos 2

0
22

−
+∞

=
+−

∫ e
xx

xdx π . 

 
  

 


