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ПРАКТИЧЕСКАЯ ЗАНЯТИЯ 

 

1. Амплитудная модуляция 

 

Изменение амплитуды носителя по закону передаваемого сообщения 

называется амплитудной модуляцией (АМ). 

Задача 1. Амплитудно-модулированный сигнал описывается функцией  

,102sin)1500cos3,01(7)( 5tttSM  В. Определить: глубину модуляции, 

частоту модулирующего сигнал, несущую частоту, максимальную величину 

мгновенного значения амплитуды модулированного сигнала. 

Решение  

Представим выражение для амплитудно-модулированного сигнала: 

,sin)cos1()( tt
S

S
StS HM

H

M
HM   

Из приведенного выражения видно, что глубина модуляции 3,0AMm  

Угловая частота модулирующего сигнала срадM 1500 . Отсюда 

частота модулирующего сигнала 

239
2

1500

2





Mf Гц 

Угловая частота несущего сигнала срадH

5102  . Отсюда частота 

несущего сигнала определяется как  

100
2

102

2

5









Нf кГц. 

Теперь необходимо для определения максимальной величины 

мгновенного значения амплитуды модулированного сигнала, которое равно 

сумме HM SS  , найти амплитуду модулирующего сигнала и несущего 

колебания. Амплитуда несущего колебания определяется из исходного 

выражения и равна 7HS В. Определим амплитуду модулирующего сигнала. 

Поскольку глубина модуляции AMm  равна 

H

M
AM

S

S
m  , то 1,273,0  HAMM SmS  В 
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Максимальное значение амплитуды модулированного сигнала равно 

1,971,2  HM SS В 

 

Задача 2.Амплитудно-модулированный сигнал описывается функцией  

,102sin)2160cos2,01(9)( 3tttSM  В. Определить: глубину модуляции, 

частоту модулирующего сигнал, несущую частоту, максимальную величину 

мгновенного значения амплитуды модулированного сигнала. 

Решение  

Представим выражение для амплитудно-модулированного сигнала: 

,sin)cos1()( tt
S

S
StS HM

H

M
HM   

Из приведенного выражения видно, что глубина модуляции 2,0AMm  

Угловая частота модулирующего сигнала срадM 1500 . Отсюда 

частота модулирующего сигнала 

344
2

2160

2





Mf Гц 

Угловая частота несущего сигнала срадH

3102  . Отсюда частота 

несущего сигнала определяется как  

1
2

102

2

3









Нf кГц. 

Теперь необходимо для определения максимальной величины 

мгновенного значения амплитуды модулированного сигнала, которое равно 

сумме HM SS  , найти амплитуду модулирующего сигнала и несущего 

колебания. Амплитуда несущего колебания определяется из исходного 

выражения и равна 9HS В. Определим амплитуду модулирующего сигнала. 

Поскольку глубина модуляции AMm  равна 

H

M
AM

S

S
m  , то 8,192,0  HAMM SmS  В 

Максимальное значение амплитуды модулированного сигнала равно 

8,108,19  HM SS В 
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Варианты для самостоятельного решения (по последней цифре шифра) 

1) ,102sin)1200cos4,01(8)( 5tttSM   

2) ,108sin)1800cos1(2)( 3tttSM   

3) ,102sin)2160cos6,01(8)( 3tttSM   

4) ,102sin)2100cos2,01(9)( 4tttSM   

5) ,104sin)1700cos9,01(10)( 5tttSM   

6) ,102sin)1500cos7,01(5)( 3tttSM   

7) ,106sin)2180cos8,01(4)( 4tttSM   

8) ,102sin)1950cos5,01(12)( 3tttSM   

9) ,104sin)2160cos4,01(3)( 3tttSM   

10) ,102sin)2050cos1,01(5)( 3tttSM   

 

2. Частотная модуляция 

При частотной модуляции по закону модулирующего (передаваемого) 

сигнала изменяется мгновенное значение частоты носителя. 

Задача 1 Частотно-модулированный сигнал описывается функцией  

)1800sin5102cos(7)( 5 tttSM   В. Определить: индекс частотной 

модуляции, частоту модулирующего сигнал, несущую частоту, девиацию 

частоты практическую ширину спектра ЧМ сигнала 

Решение  

Представим выражение для частотно-модулированного сигнала: 

),sincos()( t
SK

tStS М

М

МЧМ
HHM 


   

Из приведенного выражения видно, что индекс частотной модуляции 

5ЧМm  

Угловая частота модулирующего сигнала срадM 1800 . Отсюда 

частота модулирующего сигнала 

289
2

1800

2





Mf Гц 

Угловая частота несущего сигнала срадH

5102  . Отсюда частота 
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несущего сигнала определяется как  

100
2

102

2

5









Нf кГц. 

Теперь необходимо определить девиацию частоты, которая 

определяется по формуле МЧМg SKw  , при этом индекс частотной модуляции 

определяется как
М

МЧМ
ЧМ

SK
m


 , тогда девиация частоты равна ЧММg mw  или

ЧМM mfF  , получаем 900051800  ЧММg mw  ,или 14455289 F
Гц или 

1,45 кГц
 

Девиация частоты показывает, что максимальное отклонение от 

несущей частоты равной 100 кГц составляет 1,45кГц. Практическая ширина 

спектра сигнала определяется по формуле 

срадmw мчм /180001800522   или 9,2289522  мчм fmF кГц 

 

Задача2. Домашняя стереофоническая радиосистема с частотной 

модуляцией имеет девиацию частоты 80 кГц, а максимальная модулирующая 

частота равна  20 кГц. Определить индекс модуляции данной системы. 

Решение 

Подставляем значение в выражение индекса модуляции 

4
20

80





M

ЧМ
f

F
m  

 

Варианты для самостоятельного решения 

1. 750(𝑡) = 3𝑐𝑜𝑠 (2𝜋105𝑡 + 6𝑠𝑖𝑛1300𝑡) 

2. 600(𝑡) = 6𝑐𝑜𝑠 (4𝜋105𝑡 + 10𝑠𝑖𝑛1650𝑡) 

3. 450(𝑡) = 5𝑐𝑜𝑠 (8𝜋105𝑡 + 9𝑠𝑖𝑛1500𝑡) 

4. 500(𝑡) = 4𝑐𝑜𝑠 (2𝜋104𝑡 + 7𝑠𝑖𝑛1700𝑡) 

5. 350(𝑡) = 3𝑐𝑜𝑠 (4𝜋104𝑡 + 4𝑠𝑖𝑛1950𝑡) 

6. 500(𝑡) = 8𝑐𝑜𝑠 (8𝜋104𝑡 + 5𝑠𝑖𝑛1750𝑡) 

7. 800(𝑡) = 9𝑐𝑜𝑠 (2𝜋103𝑡 + 0,4𝑠𝑖𝑛1800𝑡) 

8. 1000(𝑡) = 10𝑐𝑜𝑠 (4𝜋103𝑡 + 2𝑠𝑖𝑛1900𝑡) 

9. 600(𝑡) = 11𝑐𝑜𝑠 (8𝜋103𝑡 + 10𝑠𝑖𝑛2000𝑡) 
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10. 1000(𝑡) = 12𝑐𝑜𝑠 (2𝜋105𝑡 + 2𝑠𝑖𝑛2460𝑡) 

3. Фазовая модуляция 

 

При фазовой модуляции по закону модулирующего сигнала изменяется 

начальная фаза 

Задача 1. Фазомодулированный сигнал описывается функцией  

)1600cos4102cos(9)( 3 tttSM   В. Определить: индекс фазовой 

модуляции, частоту модулирующего сигнал, несущую частоту, девиацию 

частоты колебаний, практическую ширину спектра. 

Решение  

Представим выражение для фаза-модулированного сигнала: 

),coscos()( tSKtStS ММФМHHM    

Из приведенного выражения видно, что индекс фазовой модуляции  

4фМm
.
 

Угловая частота модулирующего сигнала срадM 1600 . Отсюда 

частота модулирующего сигнала 

255
2

1600

2





Mf Гц 

Угловая частота несущего сигнала срадH

3102  . Отсюда частота 

несущего сигнала определяется как  

1
2

102

2

3









Нf кГц. 

Теперь необходимо определить девиацию частоты колебаний, которая 

определяется по формуле  срадmw ЧММg 640041600  ,  или

10204255  ЧММmfF
Гц или 1,02 кГц.

 

 Практическая ширина спектра сигнала определяется по формуле 

срадmw мФМ /128001600422   или 04,2255422  мфм fmF кГц 

 

Задача 2. 

Фазомодулированный сигнал описывается функцией  
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)2100cos5,4102cos(6)( 4 tttSM   В. Определить: индекс фазовой 

модуляции, частоту модулирующего сигнал, несущую частоту, девиацию 

частоты колебаний, практическую ширину спектра. 

Решение  

Представим выражение для фазомодулированного сигнала: 

),coscos()( tSKtStS ММФМHHM    

Из приведенного выражения видно, что индекс фазовой модуляции  

5,4фМm  

Угловая частота модулирующего сигнала срадM 2100 . Отсюда 

частота модулирующего сигнала 

334
2

2100

2





Mf Гц 

Угловая частота несущего сигнала срадH

4102  . Отсюда частота 

несущего сигнала определяется как  

10
2

102

2

4









Нf кГц. 

Теперь необходимо определить девиацию частоты колебаний, которая 

определяется по формуле срадmw ЧММg 94505,42100  , или

15035,4334  ЧММmfF
Гц или 1,5 кГц.

 

 Практическая ширина спектра сигнала определяется по формуле 

срадmw мФМ /1890021005,422   или 33345.422  мфм fmF кГц 

 

Варианты для самостоятельного решения 

1) )1500cos6102cos(7)( 3 tttSM    

2) )2100cos5,4102cos(6)( 4 tttSM    

3) )1500sin9108cos(5)( 5 tttSM    

4) )1700sin7102cos(4)( 4 tttSM    

5) )1950sin4104cos(3)( 4 tttSM    

6) )1750sin5108cos(8)( 4 tttSM    

7) )1800sin4,0102cos(9)( 3 tttSM    
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8) )1900sin1034cos(10)( tttSM    

9) )2000sin10108cos(11)( 3 tttSM    

10) )2160sin2102cos(12)( 5 tttSM    

 

4. Амплитудно-импульсная модуляция 

 

При амплитудно-импульсной модуляции амплитуда импульсов 

изменяется по закону модулирующего сигнала. 

Задача 1. Определить коэффициент глубины АИМ модуляции, если 

амплитуда модулирующего сообщения равна 2MS В, амплитуда импульсной 

несущей 5НS В, а коэффициент пропорциональности между амплитудой и 

изменением амплитуды импульсов импульсной несущей 2k  

Решение 

Представим выражение для АИМ модулированного сигнала: 







1

)cossin
21

)(sin1()(
k

HMHM tkw
Q

k

kQ
twmStS



  

где m  - коэффициент глубины модуляции 

Определим коэффициент глубины модуляции по формуле  

8,0
5

2
2 

H

M

S

S
km  

 

Задача 2. АИМ модулированный сигнал описывается функцией  

)104cossin3,0102cos57,1sin6,05,0)(1500sin8,01(5)( 33 ttttSM   В. 

Определить: коэффициент глубины модуляции, частоту модулирующего 

сигнала, частоту импульсов несущей, период следования импульсов, 

скважность импульсов, амплитуду импульсной несущей. 

Решение  

Представим выражение для амплитудно-модулированного сигнала: 







1

)cossin
21

)(sin1()(
k

HMHM tkw
Q

k

kQ
twmStS




 

Из приведенного выражения видно, что коэффициент глубины 
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модуляции 8,0m ,  коэффициент пропорциональности между амплитудой и 

изменением амплитуды импульсов импульсной несущей 2k  

Угловая частота модулирующего сигнала срадM 1500 . Отсюда 

частота модулирующего сигнала 

344
2

2160

2





Mf Гц 

Угловая частота импульсов несущей срадH

3102  . Отсюда частота 

несущего сигнала определяется как  

1
2

102

2

3









Нf кГц. 

Период следования импульсов также определяется из угловой частоты 

импульсов несущей и определяется как 

3

3
10

102

22 




Hw
T

с
 

Из исходного выражения 5,0
1


Q
отсюда скважность импульсов  

2
5,0

1
Q

 

 Определим амплитуду импульсной несущей из формулы 
H

M

S

S
km 

, 

отсюда В
m

S
kS M

H 5
8,0

2
2 

 

 

Варианты для самостоятельного решения
 

1) )104cossin6,0102cos79,1sin6,04,0)(1900sin7,01(3)( 33 ttttSM    

2) ))106cos
2

sin
2

5,0)(1680sin1(7)(
2

1

4




k

M tk
k

k
ttS 




 

3) 



3

1

3 )104cos
4

sin
2

25,0)(1600sin1(5)(
k

M tk
k

k
ttS 




 

4) 



2

1

3 )108cos
5

sin
2

2,0)(1750sin1(6)(
k

M tk
k

k
ttS 




 

5) 



4

1

4 )10cos
2

sin
2

5,0)(2160sin1(8)(
k

M tk
k

k
ttS 
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6) 



3

1

4 )102cos
4

sin
2

25,0)(2050sin1(5)(
k

M tk
k

k
ttS 




 

7) 



2

1

4 )108cos
5

sin
2

2,0)(1950sin1(6)(
k

M tk
k

k
ttS 




 

8) 



2

1

4 )104cos
5

sin
2

2,0)(1550sin1(4)(
k

M tk
k

k
ttS 




 

9) 



2

1

5 )10cos
2

sin
2

5,0)(1600sin1(7)(
k

M tk
k

k
ttS 




 

10) 



4

1

5 )104cos
4

sin
2

25,0)(1850sin1(6)(
k

M tk
k

k
ttS 



  

 

5. Частотно-импульсная модуляция  

 

При частотно-импульсной модуляции частота импульсов изменяется по 

закону модулирующего сигнала 

Задача 1. Определить индекс ЧИМ сигнала, если амплитуда 

модулирующего сообщения равна 10MS В, частота импульсной несущей 

50Hf Гц, а крутизна характеристики модулятора 3104 k с/В 

Решение 

Индекс ЧИМ сигнала определяется по формуле 

TTmЧИМ 

 
где T - максимальное приращение периода следования импульсов, 

определяется по формуле 

23 10410104   MkST
с
 

Период следования импульсов определяется по формуле 

cfT H

21025011 

 
Определив все необходимы значения, находим индекс ЧИМ сигнала 

2102104 22  

ЧИМm  

 

Задача 2. Определить частоту импульсной несущей и длительность 

импульса, если индекс ЧИМ сигнала равен 8,0ЧИМm , амплитуда 
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модулирующего сообщения равна 5MS В , скважность импульсов 5Q , а 

крутизна характеристики модулятора 5108 k с/В 

Решение 

Максимальное приращение периода следования импульсов, 

определяется по формуле 

45 1045108   MkST
с
 

Период следования импульсов определим из формулы 

TTmЧИМ  , где сmTT ЧИМ

44 1058,0104  

 
Длительность импульсов можно определить из формулы 

TQ  , где c
Q

T 4
4

10
5

105 





  

Определив все необходимы значения, находим частоту импульсной 

несущей 

кГцTfH 210511 4  

 

 

Варианты для самостоятельного решения 

1) mчим= 0,7, SM = 4В, Q =6, k =4·10
-5

 с/В; 

2) mчим= 0,9, SM = 7В, Q =3, k =6·10
-5

 с/В; 

3) mчим= 0,3, SM = 5В, Q =4, k =3·10
-5

 с/В; 

4) mчим= 0,8, SM = 4В, Q =6, k =7·10
-5

 с/В; 

5) mчим= 0,9, SM = 5В, Q =3, k =5·10
-5

 с/В; 

6) mчим= 0,5, SM = 9В, Q =5, k =9·10
-5

 с/В; 

7) mчим= 0,8, SM = 4В, Q =6, k =4·10
-5

 с/В; 

8) mчим= 0,7, SM = 6В, Q =5, k =9·10
-5

 с/В; 

9) mчим= 0,2, SM = 3В, Q =6, k =7·10
-5

 с/В; 

10) mчим= 0,6, SM = 5В, Q =7, k =5·10
-5

 с/В. 

 

6. Фазоимпульсная модуляция 
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При фазоимпульсной модуляции по закону изменения модулирующего 

сигнала изменяется величина временного сдвига относительно тактовых 

точек 

Задача 1. Определить индекс ФИМ сигнала, если амплитуда 

модулирующего сообщения равна 1MS В, частота импульсной несущей 

10Hf Гц, крутизна характеристики модулятора 2104 k с/В 

Решение 

Индекс ФИМ сигнала определяется по формуле 

HфИМ wm  

 
где  - наибольшее смещение фронта, определяется по формуле 

22 1041104   MkS
с
 

Угловая частота импульсной несущей определяется по формуле 

срадfw HH 8,621022  
 

Определим индекс ФИМ сигнала 

5,28,62104 2  

HфИМ wm   

 

Задача 2. Определить амплитуда модулирующего сообщения и период 

длительности импульсов, если индекс ФИМ сигнала равен 3фИМm , частота 

импульсной несущей 30Hf Гц, крутизна характеристики модулятора 

31016 k с/В 

Решение 

Угловая частота импульсной несущей определяется по формуле 

срадfw HH 4,1883022  
 

Период длительности импульсов определяется по формуле 

сfT H

3103,54,18811   

Индекс ФИМ сигнала определяется по формуле 

HфИМ wm  

 
отсюда находится  - наибольшее смещение фронта,  

2106,1
4,188

3 
H

ФИМ

w

m


с
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Определив необходимые значения, найдем амплитуду модулирующего 

сигнала из формулы 

MkS , где ВkSM 11016106,1 32    

 

))(sin
2

(sin)sin
2

((sin

)
2

(cos
2

sin2)(

1























twtkwtwtkw
k

S

tw
w

T
S

T
StS

MH

k

MH
H

M
M

HHM

 

 

Варианты для самостоятельного решения 

1)        

))108(1500sin106,1104(105,0sin)1500sin106,1104(105,0(sin

10
)104(1500cos6sin8200)(

3232
2

1

232

3













 tttt

k
ttS

k

M





 

2)      

))104(1650sin102102(10sin)1650sin102102(10(sin

9
)102(1650cos3,3sin18180)(

3232
2

1

232

3













 tttt

k
ttS

k

M





 

3)      

))106(1950sin105,1103(10
3

2
sin)1950sin105,1103(10

3

2
(sin

5
)103(1950cos85,5sin5100)(

3232
2

1

232

3













 tttt

k
ttS

k

M









 

4)  

))10(2160sin104105(10
5

2
sin)2160sin104105(10

5

2
(sin

6
)105(2160cos8,10sin6,92,1)(

2232
2

1

232

3













 tttt

k
ttS

k

M
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5)     

))10(1750sin104105(10sin0)175sin104105(10(sin

4
)105(1750cos75,8sin162)(

2232
2

1

232

3













 tttt

k
ttS

k

M




 

 

6)     

))106,1(2050sin10108,0(105,0sin)2050sin10108,0(105,0(sin

12
)108,0(2050cos4,16sin68,4)(

2222
2

1

222

2













 tttt

k
ttS

k

M





 

 

7)    

))108(178sin108,1104(10sin)1780sin108,1104(10(sin

5,7
)104(1780cos1,7sin54300)(

3232
2

1

232

3













 tttt

k
ttS

k

M





 

8)     

))104(1530sin102108(102sin)1530sin102102(102(sin

2
)102(1530cos6,30sin88)(

2222
2

1

222

2













 tttt

k
ttS

k

M





 

9)    

))104(1880sin104102(1025,0sin)1880sin104102(1025,0(sin

15
)102(1880cos6,37sin155,7)(

2222
2

1

222

2













 tttt

k
ttS

k

M
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10)    

))104,1(1620sin104,1104(10
7

2
sin)1620sin104,1107(10

7

2
(sin

10
)107(1620cos34,11sin42)(

2232
2

1

232

3













 tttt

k
ttS

k

M





 

7. Широтно-импульсная модуляция  

 

При широтно-импульсной модуляции длительность импульсов 

изменяется пропорционально модулирующему сигналу, а их амплитуда 

остается одинаковой 

Задача 1. Определить индекс ШИМ сигнала, если амплитуда 

модулирующего сообщения равна 10MS В, частота импульсной несущей 

100Hf Гц, скважность импульсов 5Q , а крутизна характеристики 

модулятора 5108 k с/В 

Решение 

Индекс ШИМ сигнала определяется по формуле 

ШИМm

 
где  - максимальное приращение ширины импульса, определяется по 

формуле 

45 10810108   MkS
с
 

Длительность импульса можно определить из формулы 

TQ   

Период следования импульсов определяется по формуле 

cfT H

21010011 

 
Находим длительность импульса 

сQT 3102501,0   

Определив все необходимы значения, находим индекс ШИМ сигнала 

4,0102108 34  

ШИМm  
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Задача 2. Определить частоту импульсной несущей и период 

следования импульсов, если индекс ШИМ сигнала равен 4,0ШИМm , 

амплитуда модулирующего сообщения равна 8MS В, , скважность 

импульсов 5Q , а крутизна характеристики модулятора 5104 k с/В 

Решение 

Максимальное приращение ширины импульса, определяется по 

формуле 

45 102,38104   MkS
с
 

Длительность импульсов определим из формулы  

ШИМm , где сmШИМ

34 1084,0102,3   

 
Период следования импульсов можно определить из формулы 

TQ  , где cQT 23 1045108    

Определив все необходимы значения, находим частоту импульсной 

несущей 

ГцTfH 2510411 2  

 












1

)cos
sin

sin(
12sin

()(
k

H
MM

HM tkw
T

tw
k

kT

tw
StS








 

Варианты для самостоятельного решения 

1)






















2

1

2

2

43

2

43

)105,0cos
104

1500sin102,3108
sin(

12

104

1500sin102,3108
(10)(

k

M tk
t

k
k

t
tS 



 

2) 






















2

1

2

2

43

2

43

)10cos
102

1650sin102,3104
sin(

12

102

1650sin105104
(9)(

k

M tk
t

k
k

t
tS 


 

3) 






















3

1

2

2

43

2

43

)10
3

2
cos

103

1950sin108,4106
sin(

12

103

1950sin108,4106
(5)(

k

M tk
t

k
k

t
tS





 

4) 






















3

1

2

2

42

2

42

)10
5

2
cos

105

2160sin102,510
1sin(

12

105

2160sin102,510
(6)(

k

M tk
t

k
k

t
tS
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5) 






















2

1

2

2

42

2

42

)10cos
102

1750sin102,310
sin(

12

102

1750sin102,310
(4)(

k

M tk
t

k
k

t
tS 


 

6) 






















2

1

2

2

42

2

42

)105,0cos
104

2050sin108,7106,1
sin(

12

104

2050sin108,7106,1
(12)(

k

M tk
t

k
k

t
tS 



 

7) 






















3

1

2

2

43

2

43

)10cos
102

1780sin106108
sin(

12

102

1780sin106108
(5,7)(

k

M tk
t

k
k

t
tS 


 

8) 










 





2

1

2

2

43

2

43

)102cos
10

1530sin102104
sin(

12

10

1530sin102104
(2)(

k

M tk
t

k
k

t
tS 


 

 

9) 






















4

1

2

2

42

2

42

)1025,0cos
108

1880sin102,3104
sin(

12

108

1880sin102,3104
(15)(

k

M tk
t

k
k

t
tS 



 

10) 






















2

1

2

2

42

2

42

)10
7

2
cos

107

1620sin108,5104,1
sin(

12

107

1620sin108,5104,1
(3)(

k

M tk
t

k
k

t
tS






 

 

8. Разложение в ряд Фурье 

 

Задача 1. 

Разложить функцию в ряд Фурье: 

1.1 

4
0

01
)( 








 l,

lxx,

xl,
tf  

0, 0
( ) , 3

, 0

l x
f x l

x x l

  
 

 
 

1.2 
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0, 0
( ) , 2

, 0

l x
f x l

x x l

  
 

  
 

1.3 

1, 0
( ) , 1

, 0

l x
f x l

x x l

  
 

 
 

1.4 

0, 0
( ) , 3

1, 0

l x
f x l

x x l

  
 

  
 

1.5 

1, 0
( ) , 2

, 0

l x
f x l

x x l

  
 

  
 

1.6 

0, 0
( ) , 1

1 , 0

l x
f x l

x x l

  
 

  
 

1.7 

, 0
( ) , 3

0, 0

x l x
f x l

x l

  
 

 
 

1.8 

, 0
( ) , 2

0, 0

x l x
f x l

x l

  
 

 
 

1.9 

, 0
( ) , 1

0, 0

x l x
f x l

x l

  
 

 
 

1.10 

, 0
( ) , 1

1, 0

x l x
f x l

x l

  
 

 
 

 

Решение для: 

0, 0
( ) , 3

, 0

l x
f x l

x x l

  
 

 
 

Ряд Фурье:  
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𝑓 𝑥 =
𝑎0

2
+   𝑎𝑛 cos

𝑛𝜋𝑥

𝑙
+ 𝑏𝑛 sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
 

∞

𝑛=1

 

Здесь коэффициенты 

𝑎0 =
1

𝑙
 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑙

−𝑙

 

𝑎𝑛 =
1

𝑙
 𝑓 𝑥 cos

𝑛𝜋𝑥

𝑙
𝑑𝑥

𝑙

−𝑙

 

𝑏𝑛 =
1

𝑙
 𝑓 𝑥 sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
𝑑𝑥

𝑙

−𝑙

 

В нашем случае l=3. 

𝑎0 =
1

3
 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 

3

−3

=
1

3
  0𝑑𝑥 

0

−3

+
1

3
 𝑥𝑑𝑥 

3

0

= 0 +
1

3

𝑥2

2
|0

3 =
9

6
− 0 =

3

2
 

𝑎𝑛 =
1

3
 𝑓 𝑥 cos  

𝜋𝑛𝑥

3
 𝑑𝑥 

3

−3
=  

=
1

3
 0 ∙ cos  

𝜋𝑛𝑥

3
 𝑑𝑥 

0

−3
+

1

3
 xcos 

𝜋𝑛𝑥

3
 𝑑𝑥 

3

0
= 

=
1

3
 𝑥cos(

𝜋𝑛𝑥

3
)𝑑𝑥 

3

0

 

 

𝑏𝑛 =
1

3
 𝑓 𝑥 sin(𝜋𝑛𝑥)𝑑𝑥 

3

−3
=  

1

3
 0 ∙ sin(

𝜋𝑛𝑥

3
)𝑑𝑥 

0

−3
+

1

3
 𝑥sin(

𝜋𝑛𝑥

3
)𝑑𝑥 

3

0
= 

=
1

3
 𝑥sin(

𝜋𝑛𝑥

3
)𝑑𝑥 

3

0

 

Учтем, что 

 𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥 𝑑𝑥 =  
1

𝑎
𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥 𝑑(𝑎𝑥) = −

1

𝑎
𝑐𝑜𝑠𝑎𝑥 

 𝑐𝑜𝑠𝑎𝑥 𝑑𝑥 =  
1

𝑎
𝑐𝑜𝑠𝑎𝑥 𝑑(𝑎𝑥) =

1

𝑎
𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥 
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 𝑥 · 𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥 · 𝑑𝑥 =  𝑢 = 𝑥,𝑑𝑣 = 𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥𝑑𝑥,𝑑𝑢 = 𝑑𝑥,𝑣 = −
1

𝑎
𝑐𝑜𝑠𝑎𝑥 = 

= −
𝑥

𝑎
𝑐𝑜𝑠𝑎𝑥 −  −

1

𝑎
𝑐𝑜𝑠𝑎𝑥 𝑑𝑥 = −

𝑥

𝑎
𝑐𝑜𝑠𝑎𝑥 +

1

𝑎2
𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥 

 𝑥 · 𝑐𝑜𝑠𝑎𝑥 𝑑𝑥 =  𝑢 = 𝑥,𝑑𝑣 = 𝑐𝑜𝑠𝑎𝑥𝑑𝑥,𝑑𝑢 = 𝑑𝑥, 𝑣 =
1

𝑎
𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥 = 

=
𝑥

𝑎
𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥 −  

1

𝑎
𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥 · 𝑑𝑥 =

𝑥

𝑎
𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥 +

1

𝑎2
𝑐𝑜𝑠𝑎𝑥 

 

Тогда  

𝑎𝑛 =
1

3
  𝑥 cos  

𝜋𝑛𝑥

3
 𝑑𝑥

3

0

=
1

3
(

3𝑥

𝜋𝑛
sin  

𝜋𝑛𝑥

3
 |0

3 +
9

 𝜋𝑛 2
cos  

𝜋𝑛𝑥

3
 |0

3) = 

=
1

3
(0 –  0 +

9

 𝜋𝑛  2
((cos 𝜋𝑛 − 1) =

3

 𝜋𝑛  2
((−1)n − 1) 

 

𝑏𝑛 =  
1

3
 0 ∙ sin(

𝜋𝑛𝑥

3
)𝑑𝑥 

0

−3
+

1

3
 𝑥 sin  

𝜋𝑛𝑥

3
 𝑑𝑥

3

0
= 

=
1

3
0−

1

3

3𝑥

𝜋𝑛
cos  

𝜋𝑛𝑥

3
 |0

3 +
1

3

9

 𝜋𝑛 2
sin  

𝜋𝑛𝑥

3
 |0

3 = 

= – 
1

𝜋𝑛
(3·cos(𝜋𝑛)-0·cos(0)) +

3

 𝜋𝑛  2
 (sin 𝜋𝑛 − sin 0  = 

=−
3

𝜋𝑛
(−1)𝑛 +

3

 𝜋𝑛  2
 0− 0 = −

3

𝜋𝑛
(−1)𝑛=

3

𝜋𝑛
(−1)𝑛+1 

 

Тогда  f(x) = 
𝑎0

2
+  𝑎𝑛 cos  

𝜋𝑛𝑥

3
 + 𝑏𝑛sin  

𝜋𝑛𝑥

3
 ∞

𝑛=1  = 

=
3

4
+   

3

 𝜋𝑛  2
((−1)n − 1) cos  

𝜋𝑛𝑥

3
 +  

3

𝜋𝑛
(−1)𝑛+1 sin  

𝜋𝑛𝑥

3
 ∞

𝑛=1  

 

Задача 2. 

Продолжая функцию f(x) четным или нечетным образом, разложить ее 

в ряд Фурье в № 1-5 по косинусам, №6-10 – по синусам 

2.1 










21,2

10,1
)(

2 tеслиtt

tесли
tf  
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2.2 

2

1, 0 1
( )

2 , 1 2

если t
f t

t t если t

 
 

  
 

2.3 

2

1, 0 1
( )

2 , 1 2

если t
f t

t t если t

 
 

   
 

2.4 










21,2

10,
)(

2

tесли

tеслиt
tf

 

2.5 










21,1

10,2
)(

2 tеслиt

tесли
tf  

2.6 

2, 0 1
( )

2 , 1 2

если t
f t

t если t

 
 

  
 

2.7 










21,

10,1
)(

tеслиt

tесли
tf  

2.8 

1, 0 1
( )

1, 1 2

если t
f t

t если t

 
 

  
 

2.9 

2, 0 2
( )

1, 2 4

если t
f t

t если t

 
 

  
 

2.10 

, 0 2
( )

1, 2 4

t если t
f t

если t

 
 

 
 

 

Решим для: 










21,2

10,1
)(

2 tеслиtt

tесли
tf  

Ряд Фурье по синусам имеет место для нечетной функции, по 
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косинусам – для четной функции. Таким образом, доопределяем функцию 

f(t): 

четная функция (f(-t)=f(t)). 

= 1,   если − 1 < 𝑡 ≤ 0, −𝑡2 − 2𝑡,−2 ≤ 𝑡 ≤ −1 

Действительно,  

𝑓 −𝑡 = − −𝑡 2 − 2 ∗  −𝑡 = −𝑡2 + 2 ∗ 𝑡 = 𝑓(𝑡) 

имеем следующий вид ряда Фурье по косинусам:  

𝑓 𝑡 =
𝑎0

2
+   𝑎𝑛 cos

𝑛𝜋𝑡

𝐿
 

∞

𝑛=1

 

Где  

𝑎0 =
1

𝐿
 𝑓 𝑡 𝑑𝑡

𝐿

−𝐿

,𝑎𝑛 =
1

𝐿
 𝑓 𝑡 cos

𝑛𝜋𝑡

𝐿
𝑑𝑡

𝐿

−𝐿

 

В нашем случае L=2. 

Получаем: 

𝑎0 =
1

𝐿
 𝑓 𝑡 𝑑𝑡

𝐿

−𝐿

=  вследствие четности функции 𝑓 𝑡  = 

=
1

2
∗ 2 𝑓 𝑡 𝑑𝑡

2

0

=  1 ∗ 𝑑𝑡

1

0

+   −𝑡2 + 2 ∗ 𝑡 𝑑𝑡

2

1

= 𝑡  
1

0
 +  −

𝑡3

3
+

2𝑡2

2
  

2

1
 = 

= 1 +  −
23

3
+ 22 −  −

13

3
+ 12 = 5/3  

𝑎𝑛 =
1

𝐿
 𝑓 𝑡 cos

𝑛𝜋𝑡

𝐿
𝑑𝑡

𝐿

−𝐿

= 

=  вследствие четности функции 𝑓 𝑡 cos
𝑛𝜋𝑡

𝐿
 =

2

𝐿
∗  𝑓 𝑡 cos

𝑛𝜋𝑡

𝐿
𝑑𝑡

𝐿

0

= 
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=  1 ∗ cos
𝑛𝜋𝑡

2
𝑑𝑡

1

0

+  −𝑡2 + 2 ∗ 𝑡 cos
𝑛𝜋𝑡

2
𝑑𝑡

2

1

=  cos
𝑛𝜋𝑡

2
𝑑𝑡

1

0

− 𝑡2 ∗ cos
𝑛𝜋𝑡

2
𝑑𝑡

2

1

+ 

+2 𝑡 ∗ cos
𝑛𝜋𝑡

2
𝑑𝑡

2

1

 

 

учтем, что  

 𝑥 · 𝑐𝑜𝑠𝑎𝑥 · 𝑑𝑥 =  𝑢 = 𝑥,𝑑𝑣 = 𝑐𝑜𝑠𝑎𝑥𝑑𝑥,𝑑𝑢 = 𝑑𝑥, 𝑣 =
1

𝑎
𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥 = 

=
𝑥

𝑎
𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥 −  

1

𝑎
𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥 · 𝑑𝑥 =

𝑥

𝑎
𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥 +

1

𝑎2
𝑐𝑜𝑠𝑎𝑥 

 

 𝑥2 · 𝑐𝑜𝑠𝑎𝑥 𝑑𝑥 =  𝑢 = 𝑥2,𝑑𝑣 = 𝑐𝑜𝑠𝑎𝑥𝑑𝑥,𝑑𝑢 = 2𝑥𝑑𝑥,𝑣 =
1

𝑎
𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥 = 

=
𝑥2

𝑎
𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥 −  

1

𝑎
𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥 · 2𝑥 𝑑𝑥 =

𝑥2

𝑎
𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥 −

2

𝑎
 𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥 𝑑𝑥 => 

=>  с учетом предыдущего => 

=>  𝑥2 · 𝑐𝑜𝑠𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
𝑥2

𝑎
𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥 −

2

𝑎
 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥 𝑑𝑥 = 

=
𝑥2

𝑎
𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥 −

2

𝑎
 −

𝑥

𝑎
𝑐𝑜𝑠𝑎𝑥 +

1

𝑎2
𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥 = 

=
𝑥2

𝑎
𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥 +

2𝑥

𝑎2
𝑐𝑜𝑠𝑎𝑥 −

2

𝑎3
𝑠𝑖𝑛𝑎𝑥 

 

Тогда  

𝑎𝑛 =  cos
𝑛𝜋𝑡

2
𝑑𝑡

1

0

− 𝑡2 ∗ cos
𝑛𝜋𝑡

2
𝑑𝑡

2

1

+ 2 𝑡 ∗ cos
𝑛𝜋𝑡

2
𝑑𝑡

2

1

= 

=  
2

𝑛𝜋
∗ sin

𝑛𝜋𝑡

2
  

1

0
 −  

𝑡2

𝑛𝜋

2

𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋𝑡

2
+

2𝑡

 
𝑛𝜋

2
 

2 𝑐𝑜𝑠
𝑛𝜋𝑡

2
−

2

 
𝑛𝜋

2
 

3 𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋𝑡

2
  

2

1
 + 
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+2 ∗  
𝑡

 
𝑛𝜋

2
 
𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑡

2
+

1

 
𝑛𝜋

2
 

2 𝑐𝑜𝑠
𝑛𝜋𝑡

2
  

2

1
 = 

=
2

𝑛𝜋
∗ sin

𝑛𝜋

2
−  

4
𝑛𝜋

2

𝑠𝑖𝑛𝑛𝜋 +
4

 
𝑛𝜋

2
 

2 𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋 −
2

 
𝑛𝜋

2
 

3 𝑠𝑖𝑛𝑛𝜋 

+  
1
𝑛𝜋

2

𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋

2
+

2

 
𝑛𝜋

2
 

2 𝑐𝑜𝑠
𝑛𝜋

2
−

2

 
𝑛𝜋

2
 

3 𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋

2
 + 

+2 ∗  
2

 
𝑛𝜋

2
 
𝑠𝑖𝑛𝑛𝜋 +

1

 
𝑛𝜋

2
 

2 𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋 − 2 ∗  
1

 
𝑛𝜋

2
 
𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋

2
+

1

 
𝑛𝜋

2
 

2 𝑐𝑜𝑠
𝑛𝜋

2
 = 

=
2

𝑛𝜋
∗ sin

𝑛𝜋

2
−  0 +

4

 
𝑛𝜋

2
 

2 ∗  −1 𝑛 − 0 + 

+ 
1
𝑛𝜋

2

𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋

2
+

2

 
𝑛𝜋

2
 

2 𝑐𝑜𝑠
𝑛𝜋

2
−

2

 
𝑛𝜋

2
 

3 𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋

2
 + 

+2 ∗  0 +
1

 
𝑛𝜋

2
 

2 ∗  −1 𝑛 − 2 ∗  
1

 
𝑛𝜋

2
 
𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋

2
+

1

 
𝑛𝜋

2
 

2 𝑐𝑜𝑠
𝑛𝜋

2
 = 

= sin
𝑛𝜋

2
∗  

2

𝑛𝜋
+

2

𝑛𝜋
−

16

 𝑛𝜋 3
−

4

𝑛𝜋
 + cos

𝑛𝜋

2
∗  

8

 𝑛𝜋 2
−

8

 𝑛𝜋 2
 + 

+ −1 𝑛 ∗  −
16

 𝑛𝜋 2
+

8

 𝑛𝜋 2
 = −

16

 𝑛𝜋 3
∗ sin

𝑛𝜋

2
−  −1 𝑛 ∗

8

 𝑛𝜋 2
 

В итоге имеем: 

𝑓 𝑡 =
5

3
+  −

16

 𝑛𝜋 3
∗ sin

𝑛𝜋

2
−  −1 𝑛 ∗

8

 𝑛𝜋 2
 

∞

𝑛=1

∗ cos
𝑛𝜋𝑡

2
 

 

9. Дискретное и быстрое преобразование Фурье 

 

Задача 1 (дискретное преобразование Фурье) 
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Пусть дискретный сигнал задан шестью равноотстоящими отсчетами 

𝑥𝑘 =  1,1,1,0,0,0 ,𝑘 = 0,… ,𝑁 − 1, 𝑁 = 6 

Здесь 𝑘 – номер отсчета. 

Найти коэффициенты дискретного преобразования Фурье (ДПФ) этого 

сигнала. 

 

Решение: 

Находим гармоники 𝐶𝑛 ,𝑛 = 0, . . ,5 

1) 𝐶0 =
1

𝑁
 𝑥𝑘 =

1

6
 1 + 1 + 1 + 0 + 0 + 0 = 0.5𝑁−1

𝑘=0  

2) 𝐶1 =
1

𝑁
 𝑥𝑘𝑒

−𝑗 ∙2𝜋∙1∙𝑘/𝑁 =𝑁−1
𝑘=0

1

6
 1 ∙ 𝑒−𝑗2𝜋∙0/6 + 1 ∙ 𝑒−𝑗2𝜋∙1/6 + 1 ∙

𝑒−𝑗2𝜋∙2/6 =
1

6
 1 + cos

𝜋

3
− 𝑗 sin

𝜋

3
+ cos

2𝜋

3
− 𝑗 sin

2𝜋

3
  =

1

6
(1− 𝑗 3) 

3) 𝐶2 =
1

𝑁
 𝑥𝑘𝑒

−𝑗 ∙2𝜋∙2∙𝑘/𝑁 =
1

6
 1 ∙ 𝑒−𝑗2𝜋∙2∙0/6 + 1 ∙ 𝑒−𝑗2𝜋∙2∙1/6 + 1 ∙𝑁−1

𝑘=0

𝑒−𝑗2𝜋∙2∙2/6 =
1

6
 1 + cos

2𝜋

3
− 𝑗 sin

2𝜋

3
+ cos

4𝜋

3
− 𝑗 sin

4𝜋

3
  = 0 

4) 𝐶3 =
1

𝑁
 𝑥𝑘𝑒

−𝑗 ∙2𝜋∙3∙𝑘/𝑁 =
1

6
 1 ∙ 𝑒−𝑗2𝜋∙3∙0/6 + 1 ∙ 𝑒−𝑗2𝜋∙3∙1/6 + 1 ∙𝑁−1

𝑘=0

𝑒−𝑗2𝜋∙3∙2/6 =
1

6
 1 + cos𝜋 − 𝑗 sin𝜋 + cos 2𝜋 − 𝑗 sin 2𝜋  =

1

6
 

5) 𝐶4 =
1

𝑁
 𝑥𝑘𝑒

−𝑗 ∙2𝜋∙4∙𝑘/𝑁 =
1

6
 1 ∙ 𝑒−𝑗2𝜋∙4∙0/6 + 1 ∙ 𝑒−𝑗2𝜋∙4∙1/6 + 1 ∙𝑁−1

𝑘=0

𝑒−𝑗2𝜋∙4∙2/6 =
1

6
 1 + cos

4𝜋

3
− 𝑗 sin

4𝜋

3
+ cos

8𝜋

3
− 𝑗 sin

8𝜋

3
  = 0 

6) 𝐶5 =
1

𝑁
 𝑥𝑘𝑒

−𝑗 ∙2𝜋∙5∙𝑘/𝑁 =
1

6
 1 ∙ 𝑒−𝑗2𝜋∙5∙0/6 + 1 ∙ 𝑒−𝑗2𝜋∙5∙1/6 + 1 ∙𝑁−1

𝑘=0

𝑒−𝑗2𝜋∙5∙2/6 =
1

6
 1 + cos

5𝜋

3
− 𝑗 sin

5𝜋

3
+ cos

10𝜋

3
− 𝑗 sin

10𝜋

3
  =

1

6
(1− 𝑗 3) 

Для построения АЧХ найдем амплитуду для каждого значения частоты 

как: 𝐴𝑛 =  (𝑅𝑒 𝐶𝑛)2 + (𝐼𝑚 𝐶𝑛)2. 

𝐴0 =  (0.5)2 + (0)2 = 0.5, 
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𝐴1 =  (1/6)2 + (− 3/6)2 =  4/36 = 1/3 ≅ 0.33, 

𝐴2 = 0, 

𝐴3 = 1/6 ≅ 0.17, 

𝐴4 = 0, 

𝐴5 =  (1/6)2 + (− 3/6)2 =  4/36 = 1/3 ≅ 0.33, 

𝐴6 = 𝐴0. 

 

Для построения ФЧХ найдем фазу для каждого значения частоты как: 

𝐹𝑛 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝐼𝑚 𝐶𝑛  / 𝑅𝑒 𝐶𝑛). 

 

𝐹0 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(0 /  0.5) = 0; 

𝐹1 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔((− 3/6) /  (1/6)) ≅ −𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(1.732) = −1.05 ≅ −𝜋/3; 

𝐹2 = 0; 

𝐹3 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔((0) /  (1/6)) = 0; 

𝐹4 = 0; 

𝐹5 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔((− 3/6) /  (1/6)) ≅ −𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(1.732) = −1.05 ≅ −𝜋/3; 

𝐹6 = 𝐹0. 
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Варианты для самостоятельного решения 

Пусть дискретный сигнал задан 𝑁 равноотстоящими отсчетами. Найти 

коэффициенты дискретного преобразования Фурье (ДПФ) этого сигнала. 

Постройте АЧХ и ФЧХ (по последней цифре шифра). 

1. 𝑥𝑘 =  1,0,1,0,1,0 ,𝑘 = 0,… ,𝑁 − 1, 𝑁 = 6 

2. 𝑥𝑘 =  0,0,0,1,1,1 ,𝑘 = 0,… ,𝑁 − 1, 𝑁 = 6 

3. 𝑥𝑘 =  1,1,1,0,0,0,1 ,𝑘 = 0,… ,𝑁 − 1, 𝑁 = 7 

4. 𝑥𝑘 =  1,0,1,0,1,0,1 ,𝑘 = 0,… ,𝑁 − 1, 𝑁 = 7 

5. 𝑥𝑘 =  1,1,1,1,1,1,1 ,𝑘 = 0,… ,𝑁 − 1, 𝑁 = 7 

6. 𝑥𝑘 =  1,1,1,0,0 ,𝑘 = 0,… ,𝑁 − 1, 𝑁 = 5 

7. 𝑥𝑘 =  1,0,1,0,0 ,𝑘 = 0,… ,𝑁 − 1, 𝑁 = 5 

8. 𝑥𝑘 =  1,1,1,0,0,0,1,1 ,𝑘 = 0,… ,𝑁 − 1, 𝑁 = 8 

9. 𝑥𝑘 =  0,0,1,0,1,1,1,0 ,𝑘 = 0,… ,𝑁 − 1, 𝑁 = 8 

10. 𝑥𝑘 =  1,0,1,0,1 ,𝑘 = 0,… ,𝑁 − 1, 𝑁 = 5 

 

Задача 2 (быстрое преобразование Фурье) 

Найти быстрое преобразование Фурье (БПФ) сигнала и постройте АЧХ 

также как в лабораторной работе (по последней цифре шифра). 

1. 𝑥𝑘 = {1,1,0,1},  𝑁 = 4 

2. 𝑥𝑘 = {0,1,1,1},  𝑁 = 4 

3. 𝑥𝑘 = {0,1,0,1},  𝑁 = 4 

4. 𝑥𝑘 = {1,1,0,1,1,1,0,0},  𝑁 = 8 

5. 𝑥𝑘 = {0,1,0,1,0,1,0,0},  𝑁 = 8 

6. 𝑥𝑘 = {1,0,0,1,1,0,0,0},  𝑁 = 8 

7. 𝑥𝑘 = {1,1,1,1,0,1,0,1},  𝑁 = 8 

8. 𝑥𝑘 = {0,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0},  𝑁 = 16 

9. 𝑥𝑘 = {1,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,1,0},  𝑁 = 16 

10. 𝑥𝑘 = {1,0,0,1,1,0,0,0,1,0,1,1,0,0,0,1},  𝑁 = 16 


