ФОРМАЛИЗАЦИЯ ЗАДАЧ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ОПТИМАЛЬНЫХ ВАРИАНТОВ
Под оптимизацией будем понимать процедуру определения в соответствии с установленными критериями оптимального варианта из множества допустимых.

При этом объектами оптимизации могут быть различные технические системы, технологические процессы, информационные потоки и т.д. Будем называть их в дальнейшем объектами оптимизации, оптимальный вариант которых необходимо определить.

Каждый объект характеризуется набором параметров. При этом различают выходные, внутренние и внешние параметры. Выходные параметры -  это величины, характеризующие свойства объекта и определяющие степень выполнения объектом своего функционального назначения. Внешние параметры — величины, характеризующие свойства внешней по отношению к объекту среды и оказывающие влияние на него извне. Внутренние параметры — величины характеризующие свойства отдельных элементов объекта. Совокупность внутренних и внешних параметров называют входными параметрами объекта. Входные параметры делятся на управляемые (варьируемые) и неуправляемые. Варьируемые параметры могут изменяться в процессе оптимизации, вызывая изменения выходных параметров. Вектор выходных параметров принято обозначать X=(x1,…, xn).

Различают задачи структурной и параметрической оптимизации. Структурная связана с определением оптимальной структуры объекта, т.е. перечня входных элементов и способа их связи между собой. При параметрической оптимизации определяется оптимальное значение управляемых параметров объекта.
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    В общем виде задача оптимизации записывается следующим образом 
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где X=( x1,…, xn) — вектор варьируемых параметров объекта;

F(x) — целевая функция, т.е. функция, характеризующая наиболее важные  существенные свойства объекта, и являющаяся критерием оценки каждого из вариантов. Она называется критерием оптимальности (критерием эффективности, показателем качества).    На основе значений F(x) сравниваются между собой различные варианты объекта. 

В процессе оптимизации объект должен удовлетворять различным требованиям, которые реализуются в виде системы ограничений. Прямым ограничением на варьируемые параметры объекта называется ограничение вида 
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Ограничения вида gj(x)(0 и hk=0 называются функциональными ограничениями  являются функциями от входных параметров. Совокупность функциональных и прямых ограничений образует область D или область допустимых значений. Значения варьируемых параметров должны принадлежать области D.

Таким образом решение задач оптимизации сводится к определению значения параметров x1,.., xn, обеспечивающих экстремум (максимум или минимум) целевой функции F(x) и удовлетворяющих системе ограничений. Выражение (1) называется оптимизационной моделью объекта. 

Классификация задач оптимизации

1) В зависимость от количества варьируемых параметров различают задачи одномерной и многомерной оптимизации.

2) По характеру искомого оптимума —локальной и глобальной оптимизации.

3) В зависимости от числа критериев оптимизации различают задачи однокритериальной и многокритериальной (векторной) оптимизации.

4) В зависимости от наличия ограничений различают задачи безусловной и условной оптимизации.

5) По виду критериев оптимизации и ограничений различают задачи линейной и нелинейной оптимизации. В задачах линейной оптимизации целевая функция и ограничения линейны.

6) В зависимости от выпуклости критерия оптимальности различают задачи выпуклого и невыпуклого программирования. Если критерий оптимальности и допустимая область являются выпуклыми то это задача выпуклого программирования.

7) По характеру изменения варьируемых параметров различают задачи непрерывной и дискретной оптимизации. Частным случаем задач дискретной оптимизации являются задачи целочисленной оптимизации. Частным случаем целочисленных задач являются задачи булевой оптимизации, в которых переменные могут принимать два значения: 0 или 1. Если область D —  дискретное конечное множество точек то задача называется комбинаторной. Если часть параметров непрерывна, а часть дискретна, то такая задача называется частично дискретной или непрерывно-дискретной. 

Часто задачи оптимизации называют задачами математического программирования. 

ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ

Задача линейного программирования (ЗЛП) заключается в определении оптимального (максимального или минимального) значения линейной функции при линейных ограничениях. В общем виде ЗЛП может быть записана следующим образом:
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Стандартной (или симметричной) ЗЛП называется задача следующего вида:
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Для разработки вычислительных методов в качестве стандарта принята каноническая форма записи ЗЛП: 
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Каноническая форма ЗЛП характеризуется следующими условиями: 

· целевая функция подлежит  минимизации; 

· все переменные должны быть неотрицательны; 

· правые части ограничений должны быть неотрицательны;

· все ограничения записываются в виде равенств. 

Перед решением ЗЛП ее необходимо привести к канонической форме записи. При этом используются следующие основные приемы: 

  1. Для перехода от задачи максимизации к задаче минимизации целевую функцию необходимо умножить на –1.

2. Переменные, на  которых не наложено ограничение неотрицатель-ности, заменяются во всех ограничениях и в целевой функции разностью двух неотрицательных переменных: 

xj = uj- wj  uj, wj ( 0

3. Переход к ограничениям с неотрицательными правыми частями осуществляется умножением левой и правой частей ограничений с отрицательными правыми частями на –1. При этом знаки соответствующих неравенств меняются на противоположные.

4.Переход от ограничений-неравенств к ограничениям-равенствам производится путем введения дополнительных неотрицательных переменных. При этом если знак неравенства (, дополнительная переменная прибавляется к левой части ограничения, а если (, то вычитается. Таким образом, ограничение-неравенство

ai1x1 + ai2x2 +…+ ainxn ( bi
преобразуется в ограничение-равенство

ai1x1 + ai2x2 +…+ ainxn + xn+1 = bi (xn+1 ( 0),

где xn+1 – дополнительная переменная, xn+1(0. 

Ограничение-неравенство:

ai1x1 + ai2x2 +…+ ainxn ( bi
преобразуется в ограничение-равенство следующим образом: 

ai1x1 + ai2x2 +…+ ainxn - xn+1 = bi (xn+1 ( 0)

В каждое ограничение-неравенство вводится своя дополнительная переменная. Число вводимых дополнительных неотрицательных переменных равно числу преобразуемых неравенств.

Пример 1 Привести к канонической форме записи следующую ЗЛП:
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Начнем с преобразования целевой функции. Для того, чтобы задача подлежала минимизации, целевую функцию  необходимо умножить на –1:
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Правая часть третьего ограничения отрицательна. Умножим левую и правую часть этого ограничения на –1, поменяв знак неравенства на противоположный. Тогда система ограничений меняет вид:
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Для перехода от ограничений-неравенств к ограничениям-равенствам введем в задачу дополнительные неотрицательные переменные x4, x5, x6, прибавляя дополнительные переменные x4 и x6 к левым частям первого и третьего неравенств и вычитая дополнительную переменную x5 из левой части второго неравенства. Тогда задача запишется в канонической форме следующим образом:
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 Прикладные линейные модели

Рассмотрим основные приемы построения математических моделей для некоторых  типовых задач линейного программирования. 

1. Задача определения производственного плана.

Для изготовления n видов продукции A1,…,An необходимы ресурсы S1,…,Sm (сырье, рабочая сила, оборудование и т.д.). Заданы значения aij, которые характеризуют количество ресурса Si , необходимого для выпуска единицы продукции Aj. Запас каждого ресурса Si ограничен и равен  bi . От  реализации единицы продукции Aj может быть получена прибыль cj. Необходимо так составить производственный план (т.е. определить, сколько продукции каждого вида необходимо выпустить), чтобы общая прибыль от производства всей продукции была максимальной. 

Исходные данные задачи  можно удобно представить в виде таблицы 

Таблица 1

	Ресурсы
	Виды продукции
	Запасы ресурсов

	
	A1
	A2
	…
	An
	

	S1
S2
…

Sm
	a11  a21  ...  am1
	A12  a22  ...  am2
	...   ...    ...   ...
	A1n  a2 n ...  amn
	b1
b2

...

bm

	Прибыль
	c1
	c2
	…
	cn
	


Обозначим через xj количество продукции Aj, которое необходимо выпустить по плану. Тогда математическая модель данной задачи имеет следующий вид: 

c1x1+ c2x2+...+ cnxn (max;
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Здесь целевая функция – это общая прибыль от производства всей продукции. Каждое i-е ограничение характеризует общее количество ресурса Si для производства всей продукции, которое не должно превышать величины bi. Кроме ограничения по ресурсам, в условия задачи (а, следовательно, и в ее математическую модель) могут вводиться дополнительные ограничения на планируемый выпуск продукции (ограничения по ассортименту, условия комплектности и т.д.). 

Пример 2. Требуется определить, в каком количестве необходимо выпускать продукцию четырех типов Прод1, Прод2, Прод3, Прод4 для изготовления которой требуются ресурсы трех видов: трудовые ресурсы, сырье, финансы. Нормы расхода ресурсов каждого вида для выпуска единицы продукции, а также прибыль, получаемая от реализации единицы каждого типа продукции, приведены в табл. 2.  Количество расходуемых ресурсов не должно превышать имеющихся запасов. 

Таблица 2

	Ресурсы
	Виды продукции
	Запасы ресурсов

	
	Прод. 1
	Прод. 2
	Прод.3
	Прод.4
	

	Трудовые
	3
	1
	2
	4
	440

	Сырье
	1
	8
	6
	2
	200

	Финансы
	1
	4
	7
	2
	320

	Прибыль
	7
	3
	6
	12
	


Математическая модель для решения данной задачи будет иметь следующий вид: 

F=7x1+3x2+6x3+12x4(max;

                                             3x1+x2+2x3+4x4 (440;

                                   x1+8x2+6x3+2x4 (200;

                                             x1+4x2+7x3+2x4 (320;

                                   xj (0,  j=
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2. Задача о смесях.

 Имеется набор компонентов A1,…,An, при сочетании которых в разных пропорциях образуются различные смеси. В состав каждого компонента входят вещества P1,…,Pm.  Через aij обозначим количество вещества Pi в единице компонента Aj. В смеси необходимо обеспечить содержание вещества Pi (обозначим его через bi ). Цена единицы компонента Aj  равна cj. Необходимо определить состав смеси (т.е., количество компонентов каждого вида), цена которой окажется минимальной. Исходные данные  представлены в табл.3: 

Таблица 3
	Вещества
	Компоненты смеси
	Минимально необходимое количество веществ

	
	A1
	A2
	…
	An
	

	P1
P2
…

Pm
	a11  a21  ...  am1
	A12  a22  ...  am2
	...   ...    ...   ...
	A1n  a2 n ...  amn
	b1
b2

...

bm

	Цена
	c1
	c2
	…
	cn
	


Обозначим через xj количество компонента Aj, которое необходимо включить в смесь. Тогда математическая модель данной задачи имеет следующий вид: 

c1x1+ c2x2+...+ cnxn (min;
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Здесь целевая функция характеризует цену смеси, которая должна быть минимальной. Каждое i-е ограничение характеризует общее количество вещества Pi в смеси. Кроме ограничений по содержанию отдельных веществ в смеси, в задаче могут быть использованы ограничения по имеющимся запасам отдельных компонентов или по предельным нормам их включения в смесь. Могут задаваться также пропорции, в которых некоторые из компонентов должны входить в состав смеси. 

Пример 3 Фирма занимается составлением диеты, состоящей из трех продуктов (мясо, крупы, молоко) и содержащей не более 26 единиц углеводов, не менее 16 единиц витаминов и не более 60 единиц белков. Как дешевле всего достичь этого при указанных в табл. 4 количествах  углеводов, витаминов и белков в единице каждого продукта? 

Таблица 4

	Вещества
	Виды продуктов
	Предельное 

количество веществ в диете

	
	Мясо
	Крупы
	Молоко
	

	Углеводы
	2
	4
	5
	26

	Витамины
	4
	2
	0
	16

	Белки
	12
	3
	1
	60

	Цена
	6
	1
	1
	


Математическая модель данной задачи имеет вид: 

                                   F=6x1+x2+x3(min;

                                             2x1+4x2+5x3 (26;

                                             4x1+2x2(16;

                                  12x1+3x2+x3 (60;

                                   xj (0,  j=
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3. Задача о комплектах.
Пусть планируется производство комплектных изделий. Каждое изделие содержит m видов деталей, причем деталей  первого вида - k1 единиц, деталей второго вида k2 единиц, деталей j-го вида  kj единиц. Изделия могут изготавливаться n различными исполнителями. Пусть в единицу времени i-й исполнитель может изготовить aij элементов j-го вида. Сдаче подлежат только комплектные изделия. Каждый i-й исполнитель работает не более bi часов. Определить такой план загрузки исполнителей, чтобы общее число выпускаемых комплектных изделий  было максимальным.

Обозначим через 
[image: image13.wmf]ij
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- время изготовления деталей j-го вида i-м исполнителем. Тогда общее число деталей  j-го вида, изготавливаемых всеми исполнителями, определится в виде 
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Общее количество изделий, для выпуска которых хватит деталей j-го типа при условии, что kj единиц расходуется на одно изделие равно 
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Тогда общее число комплектов определится следующим образом: 
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В результате математическую модель задачи можно сформулировать в виде: 
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Для формализации данной постановки в виде задачи линейного программирования введем новую переменную:
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что равносильно записи
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Тогда окончательный вид математической модели задачи: 
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 Методы решения задач линейного программирования

1. Графический метод решения задач линейного программирования

Графический метод решения ЗЛП основан на ее геометрической интерпретации.

Графически могут решаться

1) задачи, заданные в стандартной форме, содержащие не более 2-х переменных;

2) задачи, заданные в канонической форме, удовлетворяющие условию: 

n – r ( 2, где  r - число базисных переменных;

3) задачи общего вида, которые после приведения к канонической форме могут содержать не более 2-х свободных переменных.

Рассмотрим ЗЛП, состоящую в определении максимального и минимального значений функции:

F = c1x1 + c2x2

при условиях:

a11x1 + a12x2 ( (() b1
……………………

am1x1 + am2x2 ( (() bm
x1, x2 ( 0

Каждое из неравенств системы ограничений задачи геометрически определяет полуплоскость с граничными прямыми ai1x1 + ai2x2 = bi (i = 1,…,m),  x1, x2 ( 0. В случае, если данная система неравенств совместна, область ее решений есть множество точек, принадлежащих всем указанным полуплоскостям. Выпуклое множество, образованное в результате пересечения рассматриваемых полуплоскостей, называется многоугольником решений (при  n ( 3 многогранником решений). Стороны этого многоугольника лежат на прямых, уравнения которых получаются из исходной системы ограничений заменой знаков неравенств на  знаки точных равенств (рис.1). Так как линейная целевая функция достигает своего оптимального (максимального или минимального) значения в угловой  точке многоугольника решений, то решение необходимо искать только среди вершин многоугольника.


Построим линию уровня целевой функции, c1x1 + c2x2 = h, где h – некоторая постоянная. Значение целевой функции возрастает в направлении градиента целевой функции, т.е. в направлении вектора 
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 и убывает в противоположном направлении. Перемещая линию уровня в направлении вектора 
[image: image29.wmf]c
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 до тех пор, пока она не пройдет через последнюю ее общую точку с многоугольником решений, получим точку, координаты которой определяют максимальное значение целевой функции (на рис.1 это точка D). Перемещая линию уровня в противоположном направлении, до касания с допустимой областью, получим точку, определяющую минимальное значение целевой функции (на рис.1 это точка A).
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Рис.1

Координаты точек А и D можно получить, решая системы уравнений, задающих граничные прямые АВ и АР,  ВD и DЕ.

Таким образом, решение задачи линейного программирования на основе ее геометрической интерпретации включает следующие этапы:

1. Построение прямых, уравнения которых получаются в результате замены в ограничениях знаков неравенств на знаки точных равенств.

2. Определение полуплоскостей, задаваемых каждым из ограничений задачи.

3. Нахождение многоугольника решений, образующегося в результате пересечения всех полуплоскостей.

4. Построение вектора 
[image: image31.wmf](
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5. Построение прямой, c1x1 + c2x2 = h , проходящей через прямоугольник решений.

6. Перемещение прямой c1x1 + c2x2 в направлении вектора 
[image: image32.wmf]c

r

 для определения точки, в которой целевая функция принимает максимальное значение, или в противоположном направлении для определения точки, в которой она принимает максимальное значение.

7. Определение координат точки максимума (минимума) функции в результате решения соответствующей системы уравнений и вычисление значения целевой функции в этой точке.

При решении возможны ситуации, изображенные на рис 2-5.
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Рис.2                                                                Рис.3
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Рис.4                                                                Рис.5

Рис.2 характеризует случай, когда целевая функция принимает единственное максимальное значение в точке D и единственное минимальное значение в точке А. Из рис. 3 видно, что максимальное значение целевая функция  принимает в любой точке  отрезка СD. На рис. 4 изображен случай, когда целевая функция не ограничена сверху на множестве допустимых решений, а на рис. 5 – случай, когда  система ограничений задачи несовместна.


Пример  Найти максимум и минимум функции F = x1 + x2 при условиях:
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Решение. Построим многоугольник решений. Для этого в неравенствах системы ограничений и условиях неотрицательности переменных заменим знаки неравенств на знаки  точных равенств:
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Построив полученные прямые, найдем соответствующие полуплоскости и их пересечение (рис. 6).

Рис. 6


Как видно из рис. 6 многоугольником решений задачи является треугольник АВС. Координаты точек этого треугольника удовлетворяют условию неотрицательности и неравенствам системы ограничений задачи. Построим прямую x1 + x2 = 4  (число 4 взято произвольно) и вектор 
[image: image39.wmf]c

r

= (1,1).

Передвигая данную прямую параллельно самой себе в направлении вектора 
[image: image40.wmf]c

r

видим, что ее последней общей точкой с многоугольником решений задачи является точка С. Следовательно, в этой точке функция F принимает максимальное значение. Так как С – точка пересечения прямых  I и II, то ее координаты удовлетворяют уравнениям этих прямых:


[image: image41.wmf]î

í

ì

=

+

=

+

9

x

3

x

8

x

2

x

2

1

2

1


Решив эту систему уравнений, получим 
[image: image42.wmf]1
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. Таким образом, максимальное значение функции Fmax = 7.

Для нахождения минимального значения целевой функции задачи передвигаем прямую x1 + x2 = 4 в направлении, противоположном направлению вектора 
[image: image43.wmf]c

r

= (1;1). В этом случае, как видно из рис. 6, последней общей точкой прямой с многоугольником решений задачи является точка А. Следовательно, в этой точке функция F принимает минимальное значение. Для определения координат точки А решаем систему уравнений:
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Откуда 
[image: image45.wmf]3
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. Подставляя найденные значения в целевую функцию, получим Fmin = 3. 

2. Симплексный метод решения задач линейного программирования

Основным методом аналитического решения решения ЗЛП является симплексный метод. Перед его использованием ЗЛП необходимо привести к канонической форме записи. 

Рассмотрим ЗЛП в канонической форме:
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Вектор X = (x1,…, xn), удовлетворяющий системе ограничений ЗЛП, называется допустимым решением или планом.


План, X*=(x1*,…,xn*), при котором целевая функция принимает оптимальное значение, называется оптимальным.

Перепишем ЗЛП в векторной форме.
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где A1,…,An – m-мерные вектор-столбцы, составленные из коэффициентов при переменных в системе ограничений:
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B – вектор-столбец свободных членов системы ограничений:
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План X = (x1,…, xn) называется опорным планом ЗЛП, если система векторов Аj, входящих в разложение 
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 с положительными коэффи-циентами xj , линейно независима. 
Так как векторы Аj являются  m-мерными, то из определения опорного плана следует, что число его положительных компонент не может быть больше, чем m.


Симплексный метод решения ЗЛП основан на переходе от одного опорного плана к другому, при котором значение целевой функции убывает. Указанный переход возможен, если известен какой-нибудь исходный опорный план. Такой план можно легко указать, если ЗЛП записана в форме:
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Векторная форма данной задачи имеет вид:
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где
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Переменные, которые входят только в одно уравнение системы ограничений с коэффициентом равным 1, называют базисными переменными (в рассматриваемом примере это переменные x1… xm). Остальные переменные называются свободными. Тогда, приравнивая базисные переменные соответствующим правым частям ограничений, а свободные переменные нулю, получим опорный план X = (b1, b2,…, bm,0 ,…,0), определяемый системой единичных векторов, А1,…, Аm , которые образуют базис m-мерного пространства.


Для удобства расчетов в симплексном методе все данные по задаче заносят в симплекс-таблицу:

Таблица 5

	x(
	с(
	B
	с1
	c2
	…
	cn

	
	
	
	X1
	x2
	…
	xn

	x(1
	c(1
	b1
	A11
	a12
	…
	a1n

	x(2
	c(2
	b2
	A21
	a22
	…
	a2n

	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…

	x(m
	c(m
	bm
	Am1
	am2
	…
	amn

	F
	
	(1
	(2
	…
	(n



В верхнюю строку таблицы заносятся коэффициенты при всех переменных в целевой функции. В первом столбце таблицы записываются базисные переменные в той последовательности, в которой они входят в систему ограничений, во втором – коэффициенты целевой функции при базисных переменных, в третьем – правые части всех ограничений, в последующих столбцах – коэффициенты при соответствующих переменных в системе ограничений. В нижней строке таблицы записываются оценки по каждой переменной, определяемые следующим образом: 
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. Очевидно, что для базисных переменных оценки равны нулю.


На каждой итерации симплекс-метода осуществляется вывод из базиса какой-либо переменной и включение в него другой переменной с соответствующим пересчетом элементов таблицы. Перед решением задачи ее необходимо привести к канонической форме.

Основные шаги симплекс – метода:

1. Определение начального опорного плана.

2. Составление симплекс-таблицы.

3. Вычисление оценок 
[image: image55.wmf]j

m

1

i

ij

i

j

c

a

c

-

=

D

å

=

d

.

4. Анализ оценок.

4.1. Если 
[image: image56.wmf]n
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4.2. Если существует хотя бы одна оценка (j > 0 , для которой 
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, то целевая функция не ограничена снизу на множестве допустимых решений (ЗЛП не имеет решения).
4.3. Из всех оценок (j > 0 выбирается максимальная:
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                   Переменная xk, которой соответствует максимальная оценка, стано-       

                   вится   на текущей итерации базисной, а k-й столбец объявляется         

                   ведущим столбцом.                             

5. Определение ведущей строки. Для этого находятся отношение правых частей ограничений к положительным элементам ведущего столбца и среди них выбирается минимальное:
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          S-я строка объявляется ведущей строкой. Элемент, находящийся в  симп-
лекс-таблице на пересечении s-й строки и k-го столбца ask, называется          ведущим элементом.                  

6. Пересчет элементов симплекс-таблицы.При этом элементы ведущей строки as1,…, asn, bs делятся на ведущий элемент ask. Пересчет остальных элементов осуществляется по правилу прямоугольника.
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Пусть ask – ведущий элемент. Элемент aij – пересчитывается следующим образом:
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7. Переход к шагу 3

Оптимальное решение определяется следующим образом: базисные переменные приравниваются соответствующим правым частям, остальные нулю.
Пример. Решить ЗЛП:


[image: image61.wmf]0

x

,

x

,

x

,

x

10

x

8

x

3

x

4

12

x

4

x

2

7

x

2

x

x

3

x

min

x

2

x

3

x

F

4

3

2

1

4

3

2

3

2

4

3

2

1

4

3

2

³

ï

î

ï

í

ì

-

³

-

-

£

+

-

=

+

-

+

®

+

-

=


Приведем ЗЛП к канонической форме:
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Базисные переменные: 
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	Составим симплекс-таблицу.

x(
	c(
	b
	0
	1
	-3
	2
	0
	0

	
	
	
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6

	x1
	0
	1
	1
	3
	-1
	2
	0
	0

	x5
	0
	2
	0
	-2
	4
	0
	1
	0

	x6
	0
	5
	0
	-4
	3
	8
	0
	1

	0
	0
	-1
	3
	-2
	0
	0


Строка оценок вычисляется следующим образом:

(1 = 0 ( 1 + 0 ( 0 + 0 ( 0 – 0 = 0

(2 = 0 ( 3 + 0 ( (-2) + 0 ( (-4) – 1 = -1

(3 = 0 ( (-1) + 0 ( 4 + 0 ( 3 + 3 = 3

(4 = 0 ( 2 + 0 ( 0 + 0 ( 8 – 2 = -2

(5 = 0 ( 0 + 0 ( 1 + 0 ( 0 – 0 = 0

(6 = 0 ( 0 + 0 ( 0 + 0 ( 1 – 0 = 0

Исходный план  X = (1; 0; 0; 0; 2; 5) не является оптимальным, т.к. в строке оценок имеется положительный элемент 3. Следовательно, третий столбец оценок выбирается в качестве ведущего, а переменная x3 на текущей операции станет базисной вместо переменной x5. Для определения ведущей строки выбираем в ведущем столбце положительные элементы, находим отношения правых частей соответствующих ограничений к данным элементам и из них выбираем минимальное. Для второй строки отношение 2/4 = 1/2. Для третьей строки отношение 5/3. Следовательно, в качестве ведущей выбирается вторая строка, а элемент 4 (в симплекс-таблице он выделен) становится ведущим.


Далее элементы симплекс-таблицы пересчитываются. Вся ведущая строка делится на ведущий элемент. Остальные элементы пересчитываются по правилу прямоугольника.


Рассмотрим в качестве примера пересчет элементов первой строки:
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Остальные элементы пересчитываются аналогично. После пересчета получим следующую симплекс-таблицу:

	x(
	c(
	B
	0
	1
	-3
	2
	0
	0

	
	
	
	x1
	X2
	x3
	x4
	x5
	x6

	x1
	0
	10
	1
	5/2
	0
	2
	1/4
	0

	x3
	-3
	3
	0
	-1/2
	0
	0
	1/4
	0

	x6
	0
	1
	0
	-5/2
	3
	8
	-3/4
	1

	-9
	0
	1/2
	3
	-2
	-3/4
	0


Оценки считаются следующим образом:

(1 = 0 ( 1 + (-3) ( 0 + 0 ( 0 – 0 = 0

(2 = 0 ( 5/2 + (-3) ( (-1/2) + 0 ( (-5/2) – 1 = -1/2

(3 = 0 ( 0 + (-3) ( 1 + 0 ( 0 + 3 = 0

(4 = 0 ( 2 + (-3) ( 0+ 0 ( 8 – 2 = -2

(5 = 0 ( 1/4 + (-3) ( 1/4 + 0 ( (-3/4) – 0 = -3/4

(6 = 0 ( 0 + (-3) ( 0 + 0 ( 1 – 0 = 0

Оптимальное решение не получено, т.к. в строке оценок имеется положительный элемент.

В качестве ведущего столбца выбирается второй столбец, в качестве ведущей строки – первая, ведущий элемент 5/2. Пересчитав все элементы, получим следующую таблицу:

	x(
	c(
	B
	0
	1
	-3
	2
	0
	0

	
	
	
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6

	x1
	1
	4
	2/5
	1
	0
	1/10
	4/5
	0

	x3
	-3
	5
	1/5
	0
	1
	3/10
	2/5
	0

	x6
	0
	11
	1
	0
	0
	-1/2
	10
	1

	-11
	-1/5
	0
	0
	-4/5
	-12/5
	0


Так как все оценки (j ( 0, получено оптимальное решение. Оптимальный план имеет следующий вид:
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Замечание 1. Если в строке оценок имеются несколько одинаковых максимальных оценок, то в качестве базисной выбирается та переменная xj, для которой коэффициент cj в целевой функции максимальный.

Замечание 2. Если в последней симплекс-таблице нулевые оценки соответствуют только базисным переменным, задача имеет единственное решение. Если же нулевые оценки соответствуют свободным переменным, решение не единственно.

3. Метод искусственного базиса

Как было указано выше, решение ЗЛП симплексным методом начинается с указания какого-либо первоначального опорного плана. Для ЗЛП, записанной в канонической форме, можно непосредственно указать опорный план, если среди векторов Aj, компонентами которых служат коэффициенты при переменных в системе ограничений данной задачи, есть m единичных (т.е., имеются m базисных переменных). Однако, для многих ЗЛП, записанных в канонической форме, не всегда можно сразу определить опорный план. Рассмотрим задачу
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Пусть в данной задаче среди векторов
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 нет  единичных.

В данном случае к каждому i-му уравнению системы ограничений добавляется неотрицательная переменная xn+i , называемая искусственной переменной. Так как введение искусственных переменных, в отличие от дополнительных,  меняет множество решений задачи, то они вводятся также и в выражение для целевой функции с очень большим коэффициентом M > 0 (тогда в процессе решения задачи минимизации искусственные переменные будут стремиться к нулю). В результате получается задача, называемая расширенной по отношению к исходной:  
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В результате может быть указан первоначальный опорный план. Искусственные переменные при этом приравниваются правым частям (xn+i=bi), остальные – нулю (
[image: image71.wmf]n
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). Тогда целевая функция примет вид:
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а оценки (j в данном случае будут складываться из двух частей, одна из которых зависит от М, а другая не зависит: 
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Исходные данные расширенной задачи заносят в симплекс-таблицу, которая содержит на одну строку больше, чем обычная. В последнюю, (m + 2)-ю строку оценок таблицы записывают коэффициенты при M, а в (m + 1)-ю - слагаемые, не содержащие M.


Так как знак (j определяется знаком коэффициента, стоящего при M, ведущий столбец (и соответственно базисную переменную) выбирают по наибольшему положительному элементу (m + 2)-й строки таблицы. Пересчет симплекс-таблицы при переходе от одного опорного плана к другому производят по общим правилам симплексного метода. Итерационный процесс по (m + 2)-й  строке ведут до тех пор, пока 

1) либо все искусственные переменные не будут исключены из базиса;

2) либо не все искусственные переменные будут исключены, но (m + 2)-я 

строка не содержит больше положительных элементов. 

В первом случае полученное базисное решение соответствует некоторому опорному плану исходной задачи, (m+2)-я строка таблицы вычеркивается и решение задачи продолжают обычным симплексными методом. Во втором случае, если элемент, стоящий в (m + 2)-й строке  столбца B положителен, задача не имеет решения, если он равен нулю, то базис содержит по крайней мере один из векторов искусственного базиса. 

Если в процессе решения задачи какая-либо искусственная переменная выводится их базиса, то соответствующий столбец симплекс-таблицы можно вычеркнуть и не пересчитывать (т.к. эту переменную не имеет смысла вводить ни в один из последующих базисов). 

Пример. Решить ЗЛП
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Приведем задачу к канонической форме:
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Составим расширенную задачу, вводя искусственную переменную x5  в первое ограничение, а переменную x6 во второе ограничение. Эти же переменные вводятся в целевую функцию с большим коэффициентом M. Расширенная задача имеет вид:
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Составим симплекс-таблицу.

	x(
	c(
	b
	4
	1
	0
	0
	M
	M

	
	
	
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6

	x5
	M
	12
	2
	1
	0
	0
	1
	0

	x6
	M
	8
	2
	-1
	-1
	0
	0
	1

	x4
	0
	20
	1
	1
	0
	1
	0
	0

	0
	-4
	-1
	0
	0
	0
	0

	20
	4
	0
	0
	0
	0
	0


Оценки вычисляются следующим образом:

(1 = M ( 2 + M ( 2 + 0 ( 1 – 4 = 4M  –  4 

(2 = M  ( 1 + M ( (-1) + 0 ( 1 – 1 = -1

(3 = M  ( 0 + M ( (-1) + 0 ( 0 – 0 = - M  + 0

(4 = 0

(5 = 0

(6 = 0


В нижнюю строку оценок записываем коэффициенты при M, в четвертую строку – слагаемые, не содержащие M. Выбор ведущего столбца осуществляется по нижней строке таблицы. В данном случае, в нижней строке имеется единственная положительная оценка. Следовательно, первый столбец выбираем в качестве ведущего. Ведущая строка – вторая. Переменная x1 войдет в базис вместо переменной x6. Переменную x6 не имеет смысла вводить ни в один из последующих базисов, поэтому в дальнейшем шестой столбец не заполняется.


Симплексная таблица после пересчета элементов примет вид:

	x(
	c(
	b
	4
	1
	0
	0
	M

	
	
	
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5

	x5
	M
	4
	0
	2
	1
	0
	1

	x1
	4
	4
	1
	-1/2
	-1/2
	0
	0

	x4
	0
	16
	0
	3/2
	1/2
	1
	0

	16
	0
	-3
	-2
	0
	0

	4
	0
	2
	1
	0
	0


На следующей итерации ведущим столбцом будет второй, ведущей строкой – первая. Переменная искусственная x5 выводится из базиса.

Пересчитываем элементы таблицы:

	x(
	c(
	B
	4
	1
	0
	0

	
	
	
	x1
	x2
	x3
	x4

	x2
	1
	2
	0
	1
	1/2
	0

	x1
	4
	5
	1
	0
	-1/4
	0

	x4
	0
	13
	0
	0
	-1/4
	1

	22
	0
	0
	-1/2
	0


Так как в строке оценок нет положительных элементов, получен оптимальный план:
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2.4.Двойственность в линейном программировании

Каждой ЗЛП можно поставить в соответствие двойственную в соответствии с следующими правилами: 

1) если целевая функция F исходной задачи стремится к минимуму, то целевая функция Ф двойственной задачи – к максимуму и наоборот;

2) число переменных двойственной задачи равно числу ограничений исходной, число ограничений двойственной задачи равно числу переменных исходной. Каждому i-му ограничению исходной задачи соответствует переменная yi двойственной задачи (двойственная переменная), а каждой j-й переменной исходной задачи соответствует j-е ограничение исходной задачи;

           3) коэффициентами при переменных целевой функции двойственной задачи являются правые части ограничений исходной задачи, а правыми частями ограничений двойственной задачи являются коэффициенты при целевой функии в исходной задаче;

[image: image372.wmf]4) матрица коэффициентов при двойственных переменных в системе ограничений двойственной задачи является транспонированной матрицей коэффициентов при переменных в ограничениях исходной задачи;

5) для удобства построения двойственных задач рекомендуется в исходной задаче ограничения-неравенства записывать со знаком “( ” при максимизации и со знаком “ (” при минимизации;

6) каждому i-му ограничению – неравенству исходной задачи соответствует в двойственной задаче условие неотрицательности (yi(0), а ограничению -равенству - переменная yi  произвольного знака;

7) неотрицательной переменной  исходной задачи  xj(0 соответствует в двойственной задаче j-е ограничение – неравенство, а произвольной переменной xj - равенство. При этом если двойственная задача подлежит минимизации, неравенство записывается со знаком “ (”, а если двойственная задача подлежит максимизации – со знаком “( ”. 
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Рассмотренные правила построения двойственных задач иллюстрируются табл. 8. 

Таблица 8

Соотношение двойственности является взаимным, то есть задача двойственная по отношению к двойственной совпадает с исходной.

Пример  Построить двойственную задачу к задаче определения производственного плана, приведенной в примере 1: определить, сколько продукции каждого вида xj необходимо изготовить, чтобы при заданной прибыли от реализации единицы продукции cj и заданных размерах имеющихся ресурсов bi максимизировать общую прибыль. 

Математическая модель задачи из примера 1 формулировалась следую-щим образом: 

F=7x1+3x2+6x3+12x4(max;

                                             3x1+x2+2x3+4x4 (440;

                                   x1+8x2+6x3+2x4 (200;

                                             x1+4x2+7x3+2x4 (320;

                                   xj (0,  j=
[image: image78.wmf]4

,

1

.

Введя три двойственные переменные y1 , y2  , y3 , в соответствии с приве-денными выше правилами построим двойственную задачу: 

Ф=440у1+200y2+320у3(min;

                                             3y1+y2+y3 (7;

                                   y1+8y2+4y3 (3;

                                             2y1+6y2+7y3(6;

                                   4y1+2y2+2y3 (12;

                                   yi (0,  j=
[image: image79.wmf]4

,

1

.

Отсюда видно, что двойственная задача заключается в определении стоимости единицы ресурса yi, чтобы при заданных количествах ресурсов bi и заданной прибыли cj от реализации единицы продукции минимизировать общую стоимость ресурсов.

Пара взаимодвойственных задач, в которых все ограничения записываются в виде неравенств, причем при максимизации знаки всех неравенств (, а при минимизации (, называется симметричной. Приведенная выше пара задач симметрична. 

В теории двойственности важное значение имеют две теоремы, определяющие связь между решениями прямой и двойственной задач. 

Теорема двойственности. Если из пары двойственных задач одна имеет оптимальный план, то и вторая тоже имеет оптимальный план, причем оптимальные значения целевых функций обеих задач равны между собой: 
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При этом 
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. Отсюда следует, что двойственная переменная yi является коэффициентом при bi и, следовательно, показывает, как изменится целевая функция при изменении i- го ресурса на единицу. В литературе двойственные переменные часто называют двойственными оценками. В отчетах EXCEL двойственная оценка называется теневой ценой. 

Теорема равновесия. План  
[image: image82.wmf])
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 прямой задачи и план   
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 соответствующей  двойственной задачи являются оптимальными при выполнении следующих условий: 

- если при подстановке компонент оптимального плана 
[image: image84.wmf])
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в систему ограничений исходной задачи i-е ограничение обращается в неравенство, то i-я компонента оптимального плана двойственной задачи 
[image: image85.wmf]*
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равна нулю.       

- если i-я компонента оптимального плана двойственной задачи 
[image: image86.wmf]*
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положительна, то i-е ограничение исходной задачи удовлетворяется ее оптимальным решением как строгое равенство.  
Таким образом, в парах соотношений 
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из знака строгого неравенства во одном  соотношении каждой пары следует знак строгого равенства в другом. 

Условия теоремы равновесия часто записывают в виде 
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и называют условиями дополняющей нежесткости.  

Применив теорему равновесия к задаче  определения производственного плана, можно видеть, что положительную двойственную оценку будут иметь лишь те виды ресурсов, которые полностью используются при оптимальном плане производства изделий (т.е. соответствующее ограничение выполняется как строгое равенство). Поэтому двойственные оценки определяют дефицитность используемых ресурсов. Если i-я двойственная оценка равна нулю, то по i-му виду сырья имеется резерв.  

Значения двойственных оценок можно определить по симплексной таблице решения прямой задачи  следующим образом: -(
[image: image89.wmf]j
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), где j-номера столбцов единичных векторов из исходной симплекс-таблицы (на начальной итерации); 
[image: image90.wmf]j

D

-окончательные оценки из последней симплекс-таблицы, соответствующие этим векторам. При этом индексы двойственных оценок определяются номером ограничения, которому они соответствуют. Например, из симплексной таблицы 6 можно определить, что двойственная оценка для трудовых ресурсов   
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     и для финансов 
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Необходимо заметить, что если в качестве канонической формы рассматривается задача максимизации, то сумма 
[image: image94.wmf]j
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 берется без знака “-“. 

5. Задачи дробно-линейного программирования

Общая задача дробно-линейного программирования состоит в определении максимального (минимального) значения функции
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при условиях
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где cj, dj, bi и aij –  постоянные числа, 
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 в области неотрицательных решений системы линейных уравнений, задающих ограничения. Предположение, что 
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 не нарушает общности задачи, поскольку в том случае, когда эта величина отрицательна, минус можно отнести к числителю.


Сформулированная задача может быть сведена к задаче линейного программирования. Для этого следует обозначить
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и ввести новые переменные
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Используя введенные обозначения,  исходную задачу сведем к следующей - найти максимум (минимум) функции
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при условиях
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Построенная задача является задачей линейного программирования, следовательно, ее решение можно найти известными методами. Зная оптимальный план этой задачи,  на основе соотношений 
[image: image103.wmf]j
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, получаем оптимальный план исходной задачи.


Пример . Для производства двух видов изделий A и В используются два типа технологического оборудования. Первое изделие проходит обработку только на втором типе оборудования, второе - на первом и на втором. Время обработки  каждого из изделий на оборудовании данного типа приведено в табл. 9. Там же указаны затраты, связанные с производством одного изделия каждого вида. 

Таблица 9

	Тип оборудования
	Затраты времени (ч) на обработку одного изделия

	
	A
	B

	I
	
	2

	II
	1
	2

	Затраты на производство

Одного изделия
	5
	4


Оборудование  II типа предприятие может использовать не более 52 часов. При этом оборудование I типа целесообразно использовать не менее 16 часов. Требуется определить, сколько изделий каждого вида следует изготовить, чтобы себестоимость одного изделия была минимальной. 

Составим математическую модель задачи. За x1 обозначим количество выпускаемых изделий вида A, за x2 – количество изделий вида B. Себестоимость определяется следующим образом: С=З/K, где К – количество выпускаемых изделий, З - общие затраты на их производство. Тогда получим следующую задачу дробно-линейного программирования: 
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Преобразуем ограничения-неравенства данной задачи в равенства:  
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Сведем данную задачу к задаче линейного программирования. Для этого обозначим 
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через y0 и введем новые переменные 
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В результате приходим к следующей задаче: найти минимум функции
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при условиях
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Система ограничений задачи содержит всего одну базисную переменную y4. Поэтому  составим расширенную задачу путем введения двух искусственных переменных y5 и у6. : 
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при условиях
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Решение задачи методом искусственного базиса приведено в табл. 10. 

Таблица 10

	x(
	c(
	b
	5
	4
	0
	0
	0
	M
	M

	
	
	
	y1
	y2
	y3
	y4
	y0
	y6
	y5

	Y5
	М
	0
	0
	2
	-1
	0
	-16
	0
	1

	y4
	0
	0
	1
	2
	0
	1
	-52
	0
	0

	y6
	М
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	1
	0

	0
	-5
	-4
	0
	0
	0
	0
	0

	1
	1
	3
	-1
	0
	-16
	0
	0

	y2
	4
	0
	0
	1
	-1/2
	0
	-8
	0

	y4
	0
	0
	1
	0
	1
	1
	-36
	0

	y6
	M
	1
	1
	0
	1/2
	0
	-6
	1

	0
	-1
	0
	-2
	0
	-32
	0

	M
	1
	0
	1/2
	0
	-6
	1

	y2
	4
	0
	0
	1
	-1/2
	0
	-8
	0

	y1
	5
	0
	1
	0
	1
	1
	-36
	0

	y6
	M
	1
	0
	0
	-1/2
	-1
	30
	1

	0
	0
	0
	-16/3
	5
	-220
	0

	M
	0
	0
	-1/2
	-1
	30
	0

	y2
	4
	8/30
	0
	1
	-19/30
	-8/30
	0

	y1
	5
	36/30
	1
	0
	12/30
	-6/30
	0

	y0
	0
	1/30
	0
	0
	-1/60
	-1/30
	1

	220/30
	0
	0
	-12/30
	-72/30
	0


Из таблицы видно, что оптимальным планом задачи является
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Учитывая, что 
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, находим оптимальный план исходной задачи:
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5. Решение транспортных задач линейного программирования

Пусть имеется m пунктов отправления 
[image: image117.wmf]m
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, из которых сосредоточен однородный груз в количестве 
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 единиц, и n пунктов назначения 
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, потребности которых в грузе составляют  
[image: image120.wmf]n
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 единиц. Стоимость перевозки единицы груза из пункта Ai в пункт Bj равна сij.  Необходимо составить такой план перевозки грузов (т.е., определить сколько единиц груза необходимо перевезти из каждого пункта отправления в каждый пункт назначения), который бы обеспечивал вывоз всех грузов из пунктов отправления, удовлетворение всех потребностей в пунктах назначения и имел бы минимальную стоимость.

Обозначим через xij количество груза, перевозимого из пункта Ai в пункт Bj. Тогда математическая модель данной задачи может имеет следующий вид: 
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Целевая функция определяет общую стоимость перевозок. Система ограничений (1) обеспечивает вывоз всех грузов из каждого пункта отправления, система ограничений (2) – удовлетворение  необходимых потребностей в грузах во всех пунктах назначения. 

Транспортная задача линейного программирования имеет следующие особенности: 

1. Транспортная задача – это задача линейного программирования, записанная в канонической форме. 

2. Коэффициенты при переменных в системе ограничений транспортной задачи равны  равны 0 или 1.

3. Всякая переменная 
[image: image122.wmf]ij

x

 входит только в два уравнения системы ограничений: в i-е уравнение системы (1) и в j-е уравнение системы (2).  

4. Число переменных 
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 в задаче равно m*n.

5. Число ограничений в транспортной задаче равно m+n.
Пример  Производственное объединение имеет в своем составе четыре филиала, которые производят однородную продукцию соответственно в количествах 28, 12 ,11 и 14 единиц. Эту продукцию получают три потребителя, расположенные в разных местах. Их потребности в продукции равны соответственно 20, 30,  и 15 единиц. Тарифы перевозок единицы продукции от каждого из филиалов соответствующим потребителям задаются матрицей 
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Математическая модель для определения плана перевозок минимальной стоимости в данном случае имеет следующий вид: 

x11+7x12+8x13+12x21+4x22+6x23+10x31+15x32+14x33+5x41+13x42+16x43 (min;

x11+x12+x13=12;

x21+x22+x23=28;

x31+x32+x33=11;

x41+x42+x43=14;

x11+x21+x31+x41=20;

x12+x22+x32+x42=30;

X13+x23+x33+x43=15;

xij(0,  
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Всякое неотрицательное решение системы уравнений (1) –(2) называется планом  транспортной задачи. План, при котором целевая функция минимальна, называется оптимальным планом. При целочисленных значениях величин всех запасов и потребностей оптимальный план транспортной задачи тоже будет целочисленным. 

Модель транспортной задачи называется закрытой, если  общий запас грузов в пунктах отправления равен общей потребности в грузах в пунктах назначения: 
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. В противном случае модель является закрытой. Приведение открытых моделей к закрытым осуществляется следующим образом: 
Если запасы превышают потребности, вводится фиктивный  n+1-й пункт назначения Bn+1. Его потребность равна 
[image: image127.wmf]å

å

=

=

+

-

=

m

1

i

n

1

j

j

i

1

n

b

a

b

, а тарифы 
[image: image128.wmf]m

,

1

i

0

C

1

n

,

i

=

"

=

+

.

Если потребности превышают запасы, вводится фиктивный m+1 пункт отправления Am+1. Запас груза в нем равен 
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Пример. Привести модель следующей транспортной задачи к закрытой. 

A = (120, 280, 160), B = (130, 220, 60, 70), 
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Модель данной задачи является открытой. Запасы превышают потребности на 80 единиц. Следовательно, для решения данной задачи необходимо преобразовать ее модель к закрытой, введя дополнительный предмет потребления с потребностью 80 единиц и нулевыми тарифами. Результирующая модель приведена в таблице (тарифы указаны в правом верхнем углу каждой клетки)

	Пункты отправления
	Пункты назначения
	Запасы

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	B5
	

	        A1
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	A3
	3
	8
	1
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	160

	
	
	
	
	
	
	

	Потребности
	130
	220
	60
	70
	80
	


Решение транспортной задачи осуществляется в 2 этапа: построение начального опорного плана и его улучшение. 

Определение опорного плана транспортной задачи. Как и при решении задачи линейного программирования симплексным методом, определение оптимального плана транспортной задачи начинают с нахождения какого-нибудь ее опорного плана. Этот план находят методом северо-запад​ного угла или  методом минимального элемента. Сущность этих методов состоит в том, что опор​ный план находят последовательно за n+m-1 шагов, на каждом из которых в таблице условий задачи заполняют одну клетку, которую называют занятой. Заполнение одной из клеток обеспечивает полностью либо удовлетворение потребности в грузе од​ного из пунктов назначения (того, в столбце которого находится заполненная клетка), либо вывоз груза из одного из пунктов отправления (из того, в строке которого находится заполняемая клетка).

      В первом случае временно исключают из рассмотрения стол​бец, содержащий заполненную на данном шаге клетку, и рассма​тривают задачу, таблица условий которой содержит на один стол​бец меньше, чем было перед этим шагом, но то же количество строк и соответственно измененные запасы груза в одном из пунк​тов отправления (в том, за счет запаса которого была удовлет​ворена потребность в грузе пункта назначения на данном шаге). Во втором случае временно исключают из рассмотрения строку, содержащую заполненную клетку, и считают, что таблица усло​вий имеет на одну строку меньше при неизменном количестве столбцов и пои соответствующем изменении потребности в грузе в пункте назначения, в столбце которого находится заполняемая клетка.

   После того как проделаны т+п-2 описанных выше шагов, получают задачу с одним пунктом отправления и одним пунк​том назначения. При этом останется свободной только одна клетка, а запасы оставшегося пункта отправления будут равны потребностям оставшегося пункта назначения. Заполнив эту клетку, тем самым делают (n+m-1)-й шаг и получают искомый опорный план. Следует заметить, что на некотором шаге (но не на последнем) может оказаться, что потребности очередного пункта назначения равны запасам очередного пункта отправле​ния. В этом случае также временно исключают из рассмотрения либо столбец, либо строку (что-нибудь одно). Таким образом, либо запасы соответствующего пункта отправления, либо потреб​ности данного пункта назначения считают равными нулю. Этот нуль записывают в очередную заполняемую клетку. Указанные выше условия гарантируют получение п+т-1 занятых клеток, в которых стоят компоненты опорного плана, что является исход​ным условием для проверки последнего на оптимальность и на​хождения оптимального плана.

Метод северо-западного угла. При нахождении опорного плана транспортной задачи методом северо-западного угла на каждом шаге рассматривают первый из оставшихся пунктов отправления и первый из оставшихся пунктов назначе​ния. Заполнение клеток таблицы условий начинается с левой верхней клетки для неизвестного х11 («северо-западный угол») и заканчивается клеткой для неизвестного xтп, т. е. идет как бы по диагонали таблицы.

Пример. На три базы A1, A2, A3 поступил однородный груз в ко​личествах, соответственно равных 140, 180 и 160 ед. Этот груз требуется перевезти в пять пунктов назначения В1. В2, В3, В4, В5 соответственно в количествах 60, 70, 120, 130 и 100 ед. Тарифы перевозок единицы груза с каждого из пунктов отправления в со​ответствующие пункты назначения указаны в таб​лице. При этом тарифы записаны в правом верхнем углу каждой клетки, а значения перевозимых грузов будут указаны в центре соответствующих клеток

	Пункты
	
	Пункты
	назначения


	

	Отправле-ния
	  B1
	  B2
	    B3
	  B4
	  B5
	Запасы


	     A1
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	         4
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	    A2
	       8

                  
	        4
	             1
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	         1
	

	
	
	
	
	
	
	180

	    A3
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	            3
	         7
	    
	     2 


	

	
	
	
	
	  
	
	
	160

	Потреб​-
	  60
	  70
	    120
	130
	  100
	480

	Ности
	
	
	
	
	
	


         Найти план перевозок данной транспортной задачи методом северо-западного угла.
    Решение. Здесь число пунктов отправления m=3, а число пунктов назначения п =5. Следовательно, опорный план задачи определяется числами, стоящими в 5+3-1=7 заполненных клетках.

Заполнение таблицы начнем с клетки для неизвестного х11, т. е. попытаемся удовлетворить потребности первого пункта назначе​ния за счет запасов первого пункта отправления. Так как запасы пункта А1 больше, чем потребности пункта В1, то полагаем х11=60, записываем это значение в соответствующей клетке табл. 2.3 и временно исключаем из рассмотрения столбец В1, считая при этом запасы пункта А1 равными 80.
           Рассмотрим первые из оставшихся пунктов отправления а1 и назначения В2. Запасы пункта А1 больше потребностей пункта В2. Положим Х12=70, запишем это значение в соответствующей клетке табл. 2.3 и временно исключим из рассмотрения стол​бец B2. В пункте А1 запасы считаем равными 10 ед. Снова рассмо​трим первые из оставшихся пунктов отправления А1 и назначе​ния Вз. Потребности пункта из больше оставшихся запасов пункта А1. Положим X13=10 и исключим из рассмотрения стро​ку А1. Значение Х13=10 запишем в соответствующую клетку таблицы и считаем потребности пункта из равными 110 ед.

            Теперь перейдем к заполнению клетки для неизвестного Х23 и т. д. Через шесть шагов остается один пункт отправления А3 с запасом груза 100 ед. и один пункт назначения B3 с потреб​ностью 100 ед. Соответственно имеется одна свободная клетка, которую и заполняем, полагая Х35=100 . В резуль​тате получаем опорный план, представленный в таблице. 

	Пункты
	
	Пункты
	назначения


	

	Отправле-ния
	  B1
	  B2
	    B3
	  B4
	  B5
	Запасы



	     A1
	        
	     2

60
	       
	     3

70
	            
	      4

10
	         2
	         4
	140

	    A2
	       8

                  
	        4
	             1

      110
	         4
70
	         1
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	    A3
	      9


	        3
	            3
	         7
	    
	     2 


	

	
	
	
	
	   60
	
	100
	160

	Потреб​-
	  60
	  70
	    120
	130
	  100
	480

	Ности
	
	
	
	
	
	


Согласно данному плану перевозок, общая стоимость перево​зок всего груза составляет  S =2*60 +3*70+4*10+1*110+4*70+7*60+2*100= 1380.
Метод минимального элемента. В методе се​веро-западного угла на каждом шаге потребности первого из оставшихся пунктов назначения удовлетворялись за счет запа​сов первого из оставшихся пунктов отправления. Очевидно, выбор пунктов назначения и отправления целесообразно произ​водить, ориентируясь на тарифы перевозок, а именно: на каждом шаге следует выбирать какую-нибудь клетку, отвечающую мини​мальному тарифу (если таких клеток несколько, то следует вы​брать любую из них), и рассмотреть пункты назначения и отправ​ления, соответствующие выбранной клетке. Сущность метода минимального элемента и состоит в выборе клетки с минималь​ным тарифом. Следует отметить, что этот метод, как правило, позволяет найти опорный план транспортной задачи, при котором общая стоимость перевозок груза меньше, чем общая стоимость перевозок при плане, найденном для данной задачи с помощью метода северо-западного угла. Поэтому наиболее целесообразно опорный план транспортной задачи находить методом минималь​ного элемента.

     Пример. Найти опорный план транспортной задачи из предыдущего примера методом минимального элемента.

   Решение. Минимальный тариф, равный 1, находится в клетках для переменной Х23.и Х25 .  В клетки с индексами 2,3 и 2,5 заносим величины 120 и 60 соответственно. Тарифы, равные 2, соответствуют клеткам с индексами 11 , 14, 35. В клетку 11 заносим 60 единиц груза, в клетку 14 80 единиц, в клетку 35 40 единиц. Решение продолжаем аналогично. Окончательное решение приведено в таблице. 

	Пункты
	
	Пункты
	назначения


	

	Отправле-ния
	  B1
	  B2
	    B3
	  B4
	  B5
	Запасы



	     A1
	        
	     2
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  80
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	    A2
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     120 
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	40
	160

	Потреб​-
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	  100
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Общая стоимость перевозок в данном случае 

S =2*60 +2*80+120+60+3*70+7*50+2*40=1100

При решении задач метод минимального элемента предпочтительнее.  

Для улучшения первоначального опорного плана используется метод потенциалов. 

Алгоритм метода потенциалов:
1). Построение первоначального опорного плана.

2). Определение потенциалов пунктов отправления (ui) и пунктов назначения (
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Потенциалы находят из системы уравнений
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 где Cij - тарифы, стоящие в заполняемых клетках таблицы. Число переменных в этой системе равно m+n, число уравнений  m+n-1. Для нахождения решения системы один из потенциалов приравнивается произвольному числу (например, u1=0) и последовательно находятся значения всех остальных потенциалов.

3). Проверка оптимальности плана.

Проверяем условия оптимальности: 
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 для всех свободных клеток.  Вычисляем 
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 - оценки свободных переменных для оптимального базиса. Если все 
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ij

£

D

, то получаемый план является оптимальным, иначе - к шагу 4.

4). Выбор переменной для включения в базис (выбор клетки, в которую необходимо послать переменную).
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. Если таких клеток несколько, то для заполнения выбирается клетка, имеющая минимальный тариф.

5). Построение цикла пересчета для выбранной свободной клетки i0j0.

Циклом в таблице условий ТЗ называется ломаная линия, которая начинается в свободной клетке, и вершины которой (кроме начальной) расположены в занятых клетках, а звенья параллельны строкам и столбцам. При правильном построении опорного плана для каждой свободной клетки таблицы можно построить только один цикл.

После построения цикла его вершины последовательно отмечаются знаками «+» и «-», причем свободной клетке приписывается знак «+».

6). Определение величины перераспределения груза.


[image: image138.wmf]ij

x

min

d

=

, где xij - перевозки, стоящие в вершинах цикла, отмеченных знаком «-».  Клетку, которой соответствует d, обозначим через i1j1.

7). Сдвиг по циклу пересчета (перераспределение грузов). 

В выбранную для заполнения свободную клетку (i0,j0) заносится значение d. Одновременно это число прибавляется к значениям перевозок, стоящих в клетках со знаком «+», и вычитается из значений перевозок, стоящих в клетках со знаком «-». Т.о. клетка (i0,j0) становится занятой, а i1j1 - свободной.

Замечание: при сдвиге по циклу пересчета число занятых клеток остается const=n+m-1. Если d соответствует нескольким клеткам таблицы, то освобождают одну из них, а в остальные записываются нулевые перевозки и считают их занятыми.  Нулевые перевозки записываются и в клетки, которые имеют меньшие тарифы.

8). Переход к шагу 2.

Пример. На 3-х складах сосредоточен однородный груз в количествах 80, 100,  и 70 единиц. Данный груз необходимо доставить 4-м потребителям, потребности которых равны соответственно 80, 50, 50, 70 единиц. Матрица тарифов имеет вид: 
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. Необходимо определить:  оптимальный план перевозок.

Составим таблицу транспортной задачи. Начальный план перевозок определим методом минимального элемента. При этом сначала помещаем  70 единиц груза в клетку с индексом 14, имеющую минимальный тариф, затем 10 единиц в клетку 12, 40 единиц в клетку 32, 30 единиц в клетку 38, 50 единиц в клетку 23, 50 единиц в клетку с индексом 21.

	Пункты отправления
	Пункты назначения
	Запасы

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	

	A1
	4
	2
	3
	1
	80

	
	
	10
	
	70
	

	A2
	6
	3
	5
	6
	100

	
	50
	
	50
	
	

	A3
	3
	2
	6
	3
	70

	
	30
	40
	
	
	

	Потребности
	80
	50
	50
	70
	


Затем определяем потенциалы пунктов отправления и потенциалы пунктов назначения. Для этого составляем уравнения для занятых клеток таблицы:

U1 +V2 = 2

U1 +V4 = 1

U2 +V1 = 6

U2 +V3 = 5

U3 +V1 = 3

U3 +V2 = 2

положим U1 = 0 и последовательно найдем значения остальных потенциалов.

Получим: U1 = 0, U2 = 3, U3 = 0, V1 = 3, V2 = 2, V3 = 2, V4 = 1.


Вычислим оценки (ij для всех свободных клеток таблицы:

(11 = 0 + 3 – 4 = -1

(13 = 0 + 2 – 3 = -1

(22 = 3 + 2 – 3 = 2

(24 = 3 + 1 – 6 = -2

(33 = 0 + 2 – 6 = -4

(34 = 0 + 1 – 3 = -2

Выбираем максимальную положительную оценку. Это оценка (22 = 2. Следовательно, на следующем шаге будет заполнятся клетка  с индексом 22. Составим цикл пересчета для данной клетки и пометим его вершины последовательно знаками «+» и «–»:

	Пункты отправления
	Пункты назначения
	Запасы

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	

	A1
	4
	2
	3
	1
	80

	
	
	10
	
	70
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A2
	6
	3
	5
	6
	100

	
	50
	
	50
	
	

	A3
	3
	2
	6
	3
	70

	
	30
	40
	
	
	

	Потребности
	80
	50
	50
	70
	


Определим величину перераспределения груза как минимальную из величин, стоящих в минусовых клетках. Это 40 единиц. Прибавляем данную величину к величинам перевозок, стоящим в клетках со знаком + и вычитаем ее из величин перевозок, стоящих в клетках со знаком – :

	Пункты отправления
	Пункты назначения
	Запасы

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	

	A1
	4
	2
	3
	1
	80

	
	
	
	
	70
	

	A2
	6
	3
	5
	6
	100

	
	10
	40
	50
	
	

	A3
	3
	2
	6
	3
	70

	
	70
	
	
	
	

	Потребности
	80
	50
	50
	70
	


Составляем систему уравнений для определения потенциалов и последовательно находим из нее значения всех потенциалов.

U1 +V2 = 2

U1 +V4 = 1

U2 +V1 = 6

U2 +V2 = 3

U2 +V3 = 5

U3 +V1 = 3

Тогда,

U1 = 0, U2 = 1, U3 = -2, V1 = 5, V2 = 2, V3 = 4, V4 = 1.

Пересчитываем оценки:

(11 = 0 + 5 – 4 = 1

(13 = 0 – 2 + 3 = 1

(24 = 1 + 1 – 6 = - 4

(32 = -2 + 2 – 2 = -2

(33 = -2 + 4 – 6 = -4

(34 = -2 + 1 – 3 = -4


Имеем две максимальные положительные оценки (11 = (13 = 1. Для заполнения на следующем шаге целесообразно выбрать клетку с индексом 13, т.к. ей соответствует меньший тариф. Строим цикл пересчета для клетки 13:

	Пункты отправления
	Пункты назначения
	Запасы

	
	B1
	B2
	B3
	B4
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A1
	4
	2
	3
	1
	80

	
	
	10
	
	70
	

	A2
	6
	3
	5
	6
	100

	
	10
	40
	50
	
	

	A3
	3
	2
	6
	3
	70

	
	70
	
	
	
	

	
	80
	50
	50
	70
	


Величина перераспределения груза равна 10. Перераспределяем груз:

	Пункты отправления
	Пункты назначения
	Запасы

	
	B1
	B2
	B3
	B4
	

	A1
	4
	2
	3
	1
	80

	
	
	
	10
	70
	

	A2
	6
	3
	5
	6
	100

	
	10
	50
	40
	
	

	A3
	3
	2
	6
	3
	70

	
	70
	
	
	
	

	
	80
	50
	50
	70
	


Находим потенциалы пунктов отправления и назначения:

U1 +V3 = 3

U1 +V4 = 1

U2 +V1 = 6 

U2 +V2 = 3

U2 +V3 = 5

U3 +V1 = 3

U1 = 0, U2 = 2, U3 = -1, V1 = 4, V2 = 1, V3 = 3, V4 = 1.

Пересчитываем оценки:

(11 = 0 + 4 – 4 = 0

(12 = 0 + 1 – 2 = -1

(24 = 2 + 1 – 6 = -3

(32 = -1 + 1 – 2 = -2

(33 = -1 + 3 – 6 = -4

(34 = -1 + 1 – 3 = -3

Все оценки неотрицательны. Следовательно, полученный план перевозок является оптимальным.

ЦЕЛОЧИСЛЕННОЕ ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ

Задачей целочисленного линейного программирования (ЗЦЛП) называется задача линейного программирования, в которой на переменные наложено требование целочисленности. При этом если все переменные задачи должны принимать целочисленные значения, задача называется полностью целочисленной, иначе – частично целочисленной. Если множество допустимых решений задачи является конечным, то задача называется комбинаторной. В-частности, к классу комбинаторных относятся задачи булевой оптимизации, в которых переменные могут принимать только два значения: 0 или 1. 

Прикладные задачи целочисленного программирования

 Задача о раскрое.

Для изготовления заготовок D1,…,Dm имеется n способов раскроя материала A1,…,An. 
[image: image140.wmf]ij

a

 -количество заготовок i-го типа, получаемых из единицы материала при способе Aj. Имеется D единиц материала. При раскрое единицы материала по способу Aj имеются отходы площадью 
[image: image141.wmf]j

C

. Надо произвести не менее 
[image: image142.wmf]i

b

 заготовок i-го типа и выполнить план с минимизацией отходов. 

                                                                                      Таблица 11

	Виды заготовок
	Способы раскроя
	План производства

	
	A1
	A2
	…
	An
	

	D1
D2
…

Dm
	A11  a21  ...  am1
	a12  a22  ...  am2
	...   ...    ...   ...
	a1n  a2 n ...  amn
	b1
b2

...

bm

	Отходы
	C1
	c2
	…
	cn
	


Пусть
[image: image143.wmf]j

x

 - количество единиц материала, раскраиваемого по j-му способу.

Математическая модель задачи запишется следующим образом:
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Задача о ранце. Имеются предметы n видов, для каждого предмета j-го вида (j=1,n) известны его объем 
[image: image147.wmf]0

a

j

>

 и стоимость 
[image: image148.wmf]0

c

j

>

. Необходимо определить такой набор предметов, суммарный объем которых не превышал бы заданного числа b, а  суммарная ценность была бы максимальной. Эта задача интерпретируется как задача загрузки ранца объема b и называется одномерной задачей о ранце.

Введем целочисленные переменные 
[image: image149.wmf])
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, значения которых характеризует количество предметов j-го вида, помещенных в ранец. Тогда математическая модель данной задачи имеет вид: 
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Если ограничениями могут быть не только объем ранца, но и другие его характеристики 
[image: image151.wmf]i

b

, то получим многомерную задачу о ранце.
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В случае, если количество предметов j-го вида ограничено и равно 
[image: image153.wmf]j

d

,  к задаче добавляется ограничение 
[image: image154.wmf]j

j

d
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. Если 
[image: image155.wmf]j
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=1, то получим задачу о ранце с булевыми переменными. Тогда 
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1

,

0

{

x

j

Î

, причем 
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, если j-й предмет помещен в ранец, 
[image: image158.wmf]0
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 в противном случае.

К задаче о ранце сводится широкий класс задач дискретной оптимизации с ограниченными ресурсами. 

Пример 8.  Для оценки работоспособности систем перед их эксплуатацией производится проверка их функционирования. При проверке контролируются отдельные параметры системы, каждый из которых характеризуется вероятностью отказа проверяемых элементов 
[image: image159.wmf]j

q

 и временем контроля 
[image: image160.wmf]j

t

. Так как допустимое время контроля всей системы T ограничено, то для проверки необходимо выбрать параметры, контролирующие наиболее ненадежные элементы и требующие для контроля наименьшего времени. 

Пусть n – общее количество параметров. Введем альтернативные булевы переменные:
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Тогда математическую модель задачи можно сформулировать как одномерную задачу о ранце: 
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Задача о назначениях.

Линейная задача о назначениях .

Имеется n исполнителей и n видов работ, которые они могут выполнять. Пусть
[image: image163.wmf]ij

C

 - производительность i-го исполнителя при выполнении j работы. Каждый исполнитель может выполнять один вид работ, а каждый вид работ может быть выполнен одним исполнителем. Требуется таким образом распределить исполнителей по видам работ, чтобы общая производительность была максимальной. 

Введем альтернативные переменные  
[image: image164.wmf]ij
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Тогда математическая модель задачи имеет вид: 
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Иногда задача о назначениях формулируется как задача минимизации, если в качестве 
[image: image167.wmf]ij

c

 выбирается время, затраченное  i-м исполнителем на выполнение j-й работы. 

Необходимо заметить, что условие целочисленности переменных в задаче о назначениях можно не накладывать, т.к. эта задача является частным случаем транспортной задачи и при целочисленности правых частей ограничений целочисленность решения обеспечивается автоматически. 

К задаче о назначениях сводится широкий круг задач дискретной оптимизации (распределение исполнителей по видам работ, закрепление за станками операций, распределение задач между различными ЭВМ, назначение претендентов на вакантные должности при формировании штатного расписания и т.д). 

Пример 9. При передаче сообщений по каналу с шумом необходимо каждой букве передаваемого алфавита поставить в соответствие букву принимаемого таким образом, чтобы сумма вероятностей правильности принимаемых букв была бы максимальна. 

Пусть 
[image: image168.wmf]ij

p

- вероятность соответствия принимаемой j-й буквы передаваемой i-й букве. Введем альтернативные переменные: 
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Тогда математическая модель задачи будет иметь следующий вид: 
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Квадратичная задача о назначениях.

Имеется m пунктов, в которых необходимо разместить n объектов. В каждом пункте может быть размещен только один объект. Даны расстояния между i-м и j-м пунктами 
[image: image171.wmf]ij

d

, а также csk – показатели, характеризующие взаимосвязи между s-м и k-м объектами (стоимость перевозок, число коммукникаций и т.д.). Необходимо определить такое назначение объектов в выделенные пункты, чтобы минимизировать соответствующие затраты. 

Математическая модель задачи имеет следующий вид: 
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В данном случае целевая функция зависит не от всевозможных назначений, а от всевозможных пар назначений (s-й элемент размещается в i-й пункт, а k-й – в j-й пункт). Целевая функция при этом не является линейной. 

Квадратичная задача о назначениях имеет широкий круг практических приложений. Она может быть использована для решения задач размещения (оборудования, предприятий, деталей, и т.д.). Особенно часто эта модель используется в задачах конструкторско-топологического проектирования. 

Пример 10. Необходимо таким образом разместить n компонентов печатной платы на m позициях монтажного пространства, чтобы суммарная длина электрических соединений между компонентами была бы минимальной.

Предположим, что n=m. Пусть 
[image: image173.wmf]ks
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 - расстояние между k-й и s-й позициями, 
[image: image174.wmf]ij
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 - число связей между i-м и j-м компонентами.  Введем бинарные переменные 
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Задача коммивояжера 

Имеются n пунктов или городов с заданными расстояниями 
[image: image177.wmf]ij

d

 между i-м и j-м пунктами. Необходимо составить оптимальный маршрут из условия минимизации суммарного расстояния для коммивояжера, выходящего из пункта с номером 1, который должен побывать во всех пунктах ровно по одному разу и вернуться в исходный пункт. 

Введем альтернативные бинарные переменные :
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Условия минимизации общего расстояния , а также   прибытия в каждый пункт и выезда из него ровно по одному разу могут быть выражены следующим образом: 
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Однако необходимо обеспечить непрерывность маршрута, чтобы набор звеньев, входящих в маршрут, образовывал единую цепочку (например, при n=8 цепочка (1,2) - (2,6) - (6,4) - (4,8) - (8,5) - (5,3) - (3,7) - (7,1)), а не состоял бы из отдельных не связанных цепочек (например, (1,2) - (2,6) - (6,1) и (3,8) - (8,7) - (7,5) - (5,4) - (4,3)). Для устранения замкнутых циклов (подобходов), включающих количество вершин меньшее n, в модель вводятся n дополнительные переменных ui(0 (
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) и n2 дополнительных ограничений:
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Действительно, пусть маршрут включает несколько цепочек. Тогда существует цепочка, начинающаяся и заканчивающаяся в начальном пункте, но включающая n1 звеньев, где n1<n. Просуммировав эти неравенства вдоль такой цепочки (т.е. при xik=1), получим бессмысленное неравенство n1(n-1)(n1(n-2) (все ui и uj при суммировании взаимно уничтожаются). Покажем теперь, что для маршрута, исключающего подобходы, это неравенство выполняется, т.е., можно найти значения ui, удовлетворяющие дополнительным ограничениям. Положим ui=p, если город i посещается коммивояжером на p-м шаге, p=
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. Таким образом, ограничения выполняются для всех 
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 эти ограничения превращаются в равенства
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Задача коммивояжера имеет широкий круг практических приложений. К ней сводятся задачи оптимальной маршрутизации (выбор маршрутов перевозки грузов, маршрутов движения транспорта, минимизация расстояния, проходимого исполнительным механизмом станка с ЧПУ и т.д.),  задачи проектирования электрических и вычислительных сетей, задачи определения последовательности обработки деталей на станках с условием минимизации времени переналадок и т.д.   

Пример 11. Пусть необходимо проложить коммуникации между n различными ЭВМ таким образом, чтобы каждая ЭВМ была связана с двумя соседними,  вся сеть была бы подключена к центральной ЭВМ, а суммарная длина коммуникаций была бы минимальна. . Заданы расстояния dij между i-й и j-й ЭВМ. 

Данная задача формализуется в виде задачи коммивояжера следующим образом: 
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При этом xij=1, если i-я и j-я ЭВМ соединяются. 

Задача о покрытии

Пусть имеется n предметов, каждый из которых обладает некоторым числом признаков из заданного множества m признаков, а в совокупности эти n предметов обладают всеми m признаками. Необходимо выбрать минимальное число предметов, которые в совокупности обладали бы m признаками. Условия задачи задаются матрицей A с элементами 
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Введем бинарные переменные:
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Тогда математическая модель задачи имеет следующий вид: 
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Каждое i-е ограничение в данном случае показывает, что должен быть выбран хотя бы один предмет, обладающий i-м признаком. 

Если каждому j-му  предмету  приписывается вес 
[image: image194.wmf]j

C

, может быть сформулирована взвешенная задача о покрытии:


[image: image195.wmf]}

1

,

0

{

x

,

m

,

1

i

,

1

x

a

min

x

C

j

n

1

j

j

ij

j

n

1

j

j

Î

=

³

®

å

å

=

=


Если каждому i-му признаку приписывается натуральное число 
[image: image196.wmf]i

l

и требуется найти минимальное число таких предметов, что i-м признаком обладает не менее 
[image: image197.wmf]i
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 предметов из указанного набора, получаем задачу о кратном покрытии: 
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Задача о разбиении. Задача о разбиении аналогична задачи о покрытии с тем отличием, что признаки у различных предметов не должны совпадать:
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Задача о взвешенном разбиении формулируется следующим образом: 
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К задаче о покрытии сводится широкий круг задач информационного поиска, синтеза логических схем, задачи разбиения электронных схем на модули и покрытия схем типовыми ячейками и т.д.

Пример 12. Пусть некоторое количество информации хранится в n массивах (файлах) длины 
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, причем на каждую единицу информации отводится по крайней мере один массив. Задана матрица T с элементами 
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Получена заявка на m типов единиц информации. Необходимо определить подмножество массивов минимальной длины, необходимых для удовлетворения заявки. 

Введем бинарные переменные:
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Тогда математическая модель задачи формализуется в виде задачи о покрытии: 
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 Методы решения задач целочисленного программирования

Методы решения задач целочисленного программирования делятся на следующие группы:

методы отсечения;

комбинаторные методы;

приближенные методы.

Методы отсечения используются только для решения линейных задач, а комбинаторные и приближенные методы - как для линейных, так и для нелинейных задач. 

Метод отсечения Гомори решения задач целочисленного линейного программирования


Рассмотрим задачу целочисленного линейного программирования:
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При k = n задача является полностью целочисленной, при k < n – частично целочисленной.


Решение таких задач сводится к решению конечной последовательности специально построенных ЗЛП: P0 , P1 ,…, Pl ,…, Pn , каждая из которых получается из предыдущей путем добавления к ее условиям дополнительного линейного ограничения (неравенства), называемого правильным отсечением (или сечением). При этом  l-м сечением называется линейное ограничение, вводимое в задачу Pl-1 , для образования задачи Pl и удовлетворяющее двум условиям:

1) любое целочисленное решение задачи Pl-1 ему удовлетворяет;

2) любое нецелочисленное решение задачи Pl-1 ему не удовлетворяет 

(отсекается).


Пусть задача Pl-1 решена симплексным методом и ее решение не удовлетворяет условиям целочисленности.  Введем обозначения: [a]- целая часть числа a, т.е., наибольшее целое число, не превосходящее a;

{a} = a – [a] - дробная часть числа a.

B - Множество индексов базисных переменных из последней симплекс-таблицы;

S - Номер строки из последней симплексной таблицы с наибольшим значением {bi}, 
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Тогда сечение Гомори для решения полностью целочисленной задачи запишется в виде:
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Решение целочисленных задач включает следующую последовательность этапов:

1. Определение оптимального решения ЗЛП без учета условий целочисленности.

2. Если полученное решение является целочисленным, то алгоритм заканчивает работу (оптимальное решение найдено), в противном случае осуществляется переход к шагу 3.

3. На основании последней симплекс-таблицы, полученной при решении ЗЛП, записывается сечение Гомори .

4. Добавление ограничения построенного на предыдущем этапе к условиям решаемой задачи. Для этого данное ограничение преобразуется в уравнение
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где 
[image: image209.wmf]a
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– дополнительная неотрицательная переменная. 

Затем полученное уравнение умножается на –1
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и добавляется к последней симплекс-таблице. Далее полученная  задача решается двойственным симплекс-методом.

5. Переход к шагу 1.

 Двойственный симплекс-метод

Двойственный симплекс-метод используется при нахождении решения задачи ЛП, записанной в канонической форме, для которой среди векторов Аj , составленных из коэффициентов при неизвестных в системе ограничений, имеются m- единичных. Вместе с тем ДСМ можно применять при решении ЗЛП, правые части ограничения которой могут быть отрицательным числом. 
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Рассмотрим ЗЛП, записанную в канонической форме. 
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Допустим, что выбран такой базис (A1,...,AL ,...,Am), при котором хотя бы из правых частей ограничений отрицательна, но для всех                                                 

Тогда решение X=(b1,…,bL,…,bm,0,…,0) системы линейных алгебраических уравнений, задающей ограничения, называется псевдопланом ЗЛП. Псевдоплан не является планом  исходной ЗЛП, так как некоторые его компоненты отрицательны. 
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Очевидно, что для получения оптимального плана исходной ЗЛП необходимо из столбца в  (правых частей ограничений) симплекс-таблицы все отрицательные элементы. При этом должно выполнятся условие: 

Основные шаги алгоритма:

1. Нахождение псевдоплана задачи.

2. Составление симлекс- таблицы.

3. Проверка псевдоплана на оптимальность. Если псевдоплан оптимален 

 (все правые части  
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 , а все оценки 
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) решение задачи найдено.       В противном случае необходимо перейти к следующему шагу.
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Выбор ведущей строки. При этом в столбце правых частей ограничений выбирается наименьший отрицательный элемент и строка, которой он соответствует, объявляется ведущей строкой.
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Если в ведущей строке l все элементы неотрицательны, то целевая функция двойственной задачи не ограничена на множестве допустимых значений (задача не имеет решения). 

Если в l-й строке существуют элементы alj < 0, то осуществляется выбор ведущего столбца.

5. Выбор ведущего столбца. При этом для l-й ведущей строки 

определяются отношения 
[image: image213.wmf]ij

j

a

D

 для alj  < 0, среди них выбираются 

[image: image384.wmf]минимальные. Столбец, которому соответствует минимальное отношение,  объявляется ведущим столбцом:

6  Пересчет элементов симплекс-таблицы по правилу 

прямоугольника. Переход к шагу 3.

Пример. Решить задачу целочисленного линейного программирования методом Гомори:
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Решаем данную задачу симплекс-методом без учета условий целочисленности.
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	0
	1

	0
	1
	4
	0
	0

	x2
	-4
	1
	-1/2
	1
	1/2
	0

	x4
	0
	4
	4
	0
	-1
	1

	-4
	3
	0
	-2
	0

	x2
	-4
	3/2
	0
	1
	3/8
	1/8

	x1
	-1
	1
	1
	0
	-1/4
	1/4

	-7
	0
	0
	-5/4
	-3/4


Полученное решение не является целочисленным. Поэтому переходим к построению дополнительного ограничения. Для этого необходимо выбрать ту строку таблицы, которой соответствует максимальная дробная часть элементов столбца свободных членов b. В данном случае единственная строка с нечелочисленным значение bi – первая (S = 1). Записываем первое сечение Гомори:
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Умножив левую и правую часть на 2, получим:
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Добавим к левой части дополнительную переменную x5 и умножим полученное равенство на –1. В результате получим:

(*)
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Добавим полученное ограничение к последней симплекс-таблице и решим полученную задачу с использованием двойственного симплекс-метода:

	X(
	c(
	b
	-1
	-4
	0
	0
	0

	
	
	
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5

	X2
	-4
	3/2
	0
	1
	3/8
	1/8
	0

	X1
	-1
	1
	1
	0
	-1/4
	1/4
	0

	x5
	0
	-1
	0
	0
	-3/4
	-1/4
	1

	-7
	0
	0
	-5/4
	-3/4
	0

	x2
	-4
	1
	0
	1
	0
	0
	1/2

	x1
	-1
	4/3
	1
	0
	0
	1/3
	-1/3

	x3
	0
	4/3
	0
	0
	1
	1/3
	-4/3

	-16/3
	0
	0
	0
	-1/3
	-5/3


Полученное оптимальное решение не является целочисленным, по этому опять переходим к построению сечения Гомори. Так как значения дробных частей свободных членов b2 и b3 одинаковы, строку для построения дополнительного ограничения выбираем произвольно (например, S = 2). Тогда ограничение записывается в виде:
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После соответствующих преобразований получим:
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Добавим данное ограничение к последней симплекс-таблице и решим полученную задачу двойственным симплекс-методом:

	x(
	c(
	b
	-1
	-4
	0
	0
	0
	

	
	
	
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6

	x2
	-4
	1
	0
	1
	0
	0
	1/2
	0

	x1
	-1
	4/3
	1
	0
	0
	1/3
	-1/3
	0

	x3
	0
	4/3
	0
	0
	1
	1/3
	-4/3
	0

	x6
	0
	-1
	0
	0
	0
	-1
	-2
	1

	-16/3
	0
	0
	0
	-1/3
	-5/3
	0

	x2
	-4
	1
	0
	1
	0
	0
	-1/2
	0

	x1
	-1
	1
	1
	0
	0
	0
	-1
	1/3

	x3
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	-6
	1/3

	x4
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	2
	-1

	-5
	0
	0
	0
	0
	-1
	-1/3


Полученное целочисленное решение является оптимальным решением исходной задачи: 
[image: image222.wmf]1
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Метод ветвей и границ

Метод ветвей и границ основан на использовании конечности множества допустимых вариантов и замене полного перебора сокращенным направленным перебором. При этом полного перебора удается избежать за счет отбрасывания неперспективных множеств вариантов, т.е. тех множеств, где заведомо нет оптимального решения. В методе ветвей и границ все множество допустимых вариантов последовательно дробится на все меньшие подмножества. При этом вычисляются оценки (границы), которые позволяют сделать вывод о том, какое из полученных подмножеств может быть отброшено при условии сохранения подмножества, содержащего оптимальное решение. Для иллюстрации работы МГ используется дерево, называемое деревом перебора (вариантов). 

Рассмотрим частично целочисленную задачу следующего вида: 

                                         Максимизировать  Z = СX
                                         при ограничениях  AX = B, 
[image: image223.wmf]0
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                                   хj - целочисленная переменная  при j(I,

где I - множество индексов целочисленных переменных задачи. Задача записана в векторной форме: С=(с1…сn) - вектор-строка коэффициентов целевой функции; X=
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 - вектор столбец переменных задачи; В=
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 - вектор-столбец правых частей; A=
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 - матрица коэффициентов при переменных в системе ограничений. 

В качестве первого шага необходимо решить сформулированную задачу ЛП, рассматривая все ее переменные как непрерывные. Получаемая таким образом задача ЛП обозначается через ЛП-1, оптимальное значение ее целевой функции - через Z1. Пусть в оптимальном решении задачи ЛП-1 некоторые целочисленные переменные принимают дробные значения; тогда оптимальное решение исходной задачи не совпадает с оптимальным решением ЛП-1. В этом случае величина Z1 представляет собой верхнюю границу оптимального значения Z исходной задачи.

          На следующем шаге проводится ветвление по одной из целочисленных переменных, имеющих дробное значение в оптимальном решении задачи ЛП-1. Для определения переменной, по которой производится ветвление, разработан ряд правил. Приведем некоторые из них.

1. Выбор целочисленной переменной с наибольшей дробной частью. 

2. Приписывание целочисленным переменным приоритетов и ветвление по переменной с наибольшим приоритетом. Важность целочисленной переменной может определяться следующими соображениями:

- данная переменная является наиболее важной, ее значение ирает важную роль в модели по мнению разработчиков.

 - коэффициент целевой функции при данной переменной превосходит остальные;

3. Находится то дополнительное ограничение, которое приводит к наибольшему возрастанию нижней границы. Цель - найти ту вершину, которая наиболее верно будет отброшена.

        4. Произвольные правила выбора. Например, можно выбирать переменную с наименьшим номером.  

             Пусть ветвление происходит по целочисленной переменной хj, дробное значение которой в оптимальном решении ЛП-1, равно (j . Далее рассматриваются две новые задачи ЛП, обозначаемые через ЛП-2 и ЛП-3. Они получаются путем введения ограничений 
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 соответственно, где через
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обозначается наибольшее целое, не превосходящее (j , через 
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- наименьшее целое, большее 
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. Условия задачи ЛП-2 и ЛП-3 можно записать следующим образом:

                         ЛП-2                                                                 ЛП-3

          Максимизировать  Z=СX                                    Максимизировать  Z=CX
          при ограничениях  AX=B,                                   при ограничениях  AX=B,       
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Допустим, что оптимальные решения задач ЛП-2 и ЛП-3 также содержат дробные значения целочисленных переменных и поэтому не являются допустимыми для исходной задачи.

            На следующем шаге необходимо выбрать задачу ЛП-2 или ЛП-3 и произвести ветвление в соответствующей вершине, вводя новое ограничение. Выбор вершины (задачи ЛП) для дальнейшего ветвления осуществляется с помощью специальных правил. Приведем некоторые из них.            

             1.  Использование оптимального значения целевой функции. Для дальнейшего ветвления следует выбирать вершину, соответствующую наибольшему оптимальному значению целевой функции задачи ЛП. Некоторым обоснованием этого правила служит то соображение, что допустимая область задачи ЛП с наибольшим значением Z может содержать и хорошее целочисленное решение. Например, любое целочисленное  решение, полученное ветвлением задачи ЛП-2, не может давать значение Z, лучше, чем оптимальное значение Z в задаче ЛП-2. 

            2. Правило "последним пришел - первым обслужен". Для дальнейшего ветвления выбирается (произвольным образом) задача ЛП, решавшаяся последней. 

            После выбора вершины для дальнейшего ветвления выбирается целочисленная переменная, которая имеет в оптимальном решении соответствующей задачи ЛП дробное значение, и производится ветвление по этой переменной. Процесс ветвления и решения задачи продолжается до получения целочисленного оптимального решения одной из задач ЛП. Значение Z в полученной точке представляет собой нижнюю границу  оптимального значения целевой функции исходной задачи ЦЛП. На этом этапе определяются прозондированные вершины, т.е. вершины, в которых дальнейшее ветвление невозможно или нецелесообразно. Вершина является прозондированной, если она удовлетворяет одному из следующих условий: 

1.Оптимальное решение, соответствующее данной вершине, целочисленно. В этом случае полученное решение допустимо для исходной задачи ЦЛП.   

            2. Задача ЛП, соответствующая рассматриваемой вершине, не имеет допустимых решений.     

3. Оптимальное значение Z соответствующей задачи ЛП не превосходит текущей нижней границы. 

Во втором и третьем случаях прозондированные вершины отбрасываются. Процесс решения задачи продолжается до тех пор, пока все вершины не будут прозондированы. Прозондированная вершина, соответствующая целочисленному решению с наилучшим (наибольшим) значением целевой функции дает оптимальное решение исходной задачи.

Пример 14. Для иллюстрации основных принципов метода ветвей и границ рассмотрим  следующую  задачу   целочисленного программирования. 
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Начальный шаг решения этой задачи состоит в нахождении решения задачи линейного программирования, получаемой при отбрасывании условия целочисленности x1 и x2. Обозначим эту задачу через ЛП-1. Ее оптимальное решение имеет вид x1=1, x2=7.5, оптимальное значение целевой функции Z1=29.5. Поскольку x2 принимает дробное значение, найденное решение не может быть оптимальным решением исходной целочисленной задачи. Найденное значение Z1 представляет собой верхнюю границу истинного оптимального целочисленного значения, поскольку при выполнении требования целочисленности x2 значение Z может лишь уменьшиться.

            Следующий шаг метода ветвей и границ состоит в разбиении задачи ЛП-1 на две подзадачи , первая из которых (ЛП-2) образуется в результате добавления к задаче ЛП-1 ограничения 
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, а вторая (ЛП-3) - в результате добавления ограничения 
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ЛП-2                                                                                                           ЛП-3
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Дерево возможных вариантов представлено на рис. 33. Оптимальное решение задачи ЛП-3 - точка х1=0.75, х2=8, где Z2=29,25. Оптимальное решение задачи ЛП-2 точка х1=1.2, х2=7, где Z3=29,4. Для дальнейшего ветвления выберем задачу ЛП-2, т.к. значение целевой функции в ней больше. К задаче ЛП-2 добавим ограничения 
[image: image241.wmf]1
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, (задача ЛП-4) и 
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 (задача ЛП-5). Результаты решения задачи ЛП-4: х1=1, х2=7, где Z4=28. Результаты решения задачи ЛП-5: х1=2, х2=5, где Z5=29. 

Таким образом, получены два допустимых (целочисленных) решения исходной задачи целочисленного программирования, причем значение Z4=29 представляет собой нижнюю границу максимального значения Z для задачи целочисленного программирования. Даже если исходная задача имеет другие целочисленные решения, значение целевой функции в них не может быть больше 29. Таким образом, значение Z4=29 представляет собой нижнюю границу максимального значения Z для  исходной целочисленной задачи. Вершины ЛП-4 и ЛП-5 являются прозондированными (так как в них получено целочисленное решение, а в процессе дальнейшего ветвления оно может лишь ухудшаться). Ветвление вершины ЛП-3 также нецелесообразно в связи с тем, что целевая функция исходной задачи может принимать только целочисленные значения (т.к. все переменные и коэффициенты целочисленны), а при дальнейшем ветвлении ее значения будут увеличиваться (т.е., станут больше 29). Следовательно, оптимальное решение задачи х1=2, х2=5, где Z5=29. 

Метод ветвей и границ может применяться для решения не только линейных, но и нелинейных целочисленных задач. Он также может использоваться для решения задач с дискретными переменными. 
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Принятие решений

Под принятием решения (ПР) понимается выбор одного 
[image: image243.wmf]i
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 или нескольких вариантов решения задачи из некоторого исходного множества вариантов (альтернатив) 
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В формализованном виде вариантом (альтернативой) 
[image: image245.wmf]i
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 называется один из способов построения системы, выбора стратегии и т.д., допускающий определение результата 
[image: image246.wmf]i

e

. Другими словами, с вариантом 
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 связана оценка 
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, ему соответствующая.
В дальнейшем будем полагать, что имеется конечное число вариантов (альтернатив)
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Принятие решений происходит из многих вариантов 
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, соответствующих различным условиям (состояниям) 
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, поэтому совокупность оценок образует матрицу системных оценок 
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 (таблица 1). Термин «системные оценки» отражает факт рассмотрения всей совокупности условий, в которых осуществляется процесс принятия решений.

Решение – подмножество множества вариантов (альтернатив), образованное на основе системы предпочтений.
Под решением (см. таблицу 1.) будем понимать оценку, соответствующую варианту 
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 и условиям 
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, причем оценка 
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 может характеризовать экономический эффект (прибыль), полезность, рациональность или надежность решения.

Метод системных матриц широко распространен в задачах принятия решений, поскольку в естественной форме представляет наборы вариантов и условий построения схем функционирования сложных систем.

Матрицей системных оценок (матрицей решений) называется матрица следующего вида (таблица 1).

Принятие решений должно обеспечить выбор пары 
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, которая является предпочтительной с точки зрения некоторого критерия оптимальности, рациональности, полезности.

Таблица 1 – Матрица системных оценок (матрица решений)
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Совокупность правил, устанавливающих приоритеты при выборе из множества альтернатив, представляет собой систему предпочтений. 

Критерий (от греч. kriterion – мерило для оценки чего-либо)– это показатель, по которым будет проводиться оценка некоторого набора альтернативных вариантов решений. Критерии позволяют оценить эффективность решения ЛПР. 

Обработка матриц системных оценок осуществляется на основе классических алгоритмов минимаксного типа, методов Байеса-Лапласа, производных критериев, а также других критериев имеющих соответствующую логику.

Минимаксный критерий

Минимаксный критерий использует оценочную функцию, соответствующую пессимистической позиции. 

Множество оптимальных вариантов решения определяется соотношением
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Правило выбора решения в соответствии с минимаксным критерием интерпретируется следующим образом. 

Матрица решений 
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 дополняется еще одним столбцом из наименьших результатов 
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 каждой строки. При принятии решения следует выбрать те варианты 
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, в строках которых стоят наибольшие значения 
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e

 этого столбца. 

Выбранные варианты полностью исключают риск, поскольку лицо, принимающее решение, ориентировано на пессимистическую позицию, что не позволяет получить худший результат. 

Минимаксный критерий относит к числу фундаментальных, поскольку используется весьма часто. Применение минимаксного критерия оправдано в следующих ситуациях:

· о возможности появления внешних состояний (условий) 
[image: image310.wmf]j
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 ничего неизвестно (неизвестны вероятности появления 
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);

· приходится считаться с появлением различных внешних состояний 
[image: image312.wmf]j
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;

· решение реализуется только один раз;

· необходимо исключить всякий риск.

Критерий Байеса-Лапласа

Для построения оценочной функции при данном критерии используется априорная информация о вероятностных 
[image: image313.wmf]j

q

 появления внешних условий.

Множество оптимальных вариантов решения определяется соотношением
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Правило выбора решения в соответствии с критерием Байеса-Лапласа интерпретируется следующим образом. 

Матрица решений 
[image: image315.wmf]ij
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 дополняется еще одним столбцом, содержащим математическое ожидание значений каждой из строк. Выбираются те варианты 
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, в строках которых стоят наибольшие значения 
[image: image317.wmf]ir
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 этого столбца. 

При этом ситуация, в которой принимаются решение, характеризуется следующими обстоятельствами 

– вероятности появления состояний 
[image: image318.wmf]j
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 известны;

– решение реализуется (теоретически) бесконечно много раз;

– для малого числа реализаций решения допускается некоторый риск.

При достаточно большом количестве реализаций риск практически полностью исключен.

Позиция ЛПР на основе критерия Байеса-Лапласа, более оптимистична, чем по минимаксному критерию, однако она предполагает более высокий уровень информированности.

Критерий Сэвиджа

Этот критерий основывается на предварительном преобразовании матрицы системных оценок в матрицу остатков. 

Множество оптимальных вариантов решения определяется соотношением
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Соответствующее критерию Сэвиджа правило выбора интерпретируется следующим образом.

Каждый элемент матрицы решений 
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 вычитается из наибольшего результата 
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соответствующего столбца. Разности 
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 образуют матрицу остатков 
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. Эта матрица пополняется столбцом наибольших разностей 
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. Выбираются те варианты 
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, в строках которых стоит наименьшее для этого столбца значение.

Величины 
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 можно интерпретировать как потери (штрафы), возникающие в состоянии 
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 при замене оптимального для него варианта 
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. 

Критерий Гурвица

Правило выбора согласно критерию Гурвица формулируется следующим образом. 

Матрица решений 
[image: image329.wmf]ij

e

 дополняется столбцом, содержащим средние взвешенные наименьшего и наибольшего результатов для каждой строки. Выбираются те варианты 
[image: image330.wmf]0
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, в строках которых стоят наибольшие элементы 
[image: image331.wmf]ir

e

 этого столбца.

Множество оптимальных вариантов решения определяется соотношением
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с – весовой множитель, для с=1 критерий Гурвица превращается в минимаксный, для с=0 он превращается в критерий азартного игрока. В технических приложениях бывает достаточно трудно выбрать критерий, поэтому чаще всего весовой множитель с=0,5 без возражений принимается в качестве некоторой «средней» точки зрения. При обосновании выбора применяют обратный порядок действий. Для приглянувшегося решения вычисляют весовой множитель с, и он интерпретируется как показатель соотношения оптимизма и пессимизма. 

Данный критерий предъявляет к ситуации, в которой принимается решение, следующие требования:

- о вероятностях появления состояний 
[image: image333.wmf]j
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 ничего не известно;

- с появление состояний 
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 необходимо считаться;

- реализуется лишь малое количество решений;

- допускается некоторый риск.

Критерий Ходжа-Лемана

Критерий Ходжа-Лемана, опирающийся на минимаксный критерий и критерий Байеса-Лапласа, характеризуется тем, что с помощью параметра 
[image: image335.wmf]n

 выражает степень доверия к используемому распределению вероятностей. При 
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 критерий переходит в критерий Байеса-Лапласа, а при 
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 – в минимаксный. При этом выбор параметра 
[image: image338.wmf]n

 подвержен субъективизму. 

Правило выбора формулируется следующим образом. 

Матрица решений 
[image: image339.wmf]ij

e

 дополняется столбцом, составленным из средних взвешенных (с постоянными весами) математического ожидания и наименьшего результата каждой строки. Отбираются те варианты решений 
[image: image340.wmf]0

i

E

, в строках которых стоит наибольшее значение этого столбца.

Множество оптимальных вариантов решения определяется соотношением
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Ситуация, в которой рекомендовано применение этого критерия, характеризуется следующими условиями:

– вероятности появления состояний 
[image: image342.wmf]j
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 неизвестны, но некоторые предположения о распределениях вероятностей возможны;

– принятое решение теоретически допускает бесконечно много реализаций:

– при малых числах реализации допускается некоторый риск.

Критерий Гермейера

Правило выбора согласно этому критерию формулируется следующим образом. 

Матрица решений 
[image: image343.wmf]ij

e

 дополняется еще одним столбцом, содержащим в каждой строке наименьшее произведение имеющегося в ней результата на вероятность соответствующего состояния 
[image: image344.wmf]j
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. Выбираются те варианты 
[image: image345.wmf]0

i
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, в строках которых находится наибольшее значение 
[image: image346.wmf]ir

e

 этого столбца.

Множество оптимальных вариантов решения определяется соотношением
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Критерий Гермейера применяется в хозяйственных задачах и ориентирован на цены и затраты, то есть на отрицательные значения 
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 матрицы оценок (
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). Если среди величин 
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 встречаются положительные, тогда необходимо перейти к строго отрицательным значениям с помощью преобразования 
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, при 
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Условия применения критерия Гермейера:

– вероятности появления состояний 
[image: image353.wmf]j
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 известны;

– с появлением тех или иных состояний, отдельно или в комплексе, необходимо считаться;

– допускается некоторый риск;

– решение может реализоваться один или много раз.

Если функция распределения известна не очень надежно, а числа реализаций малы, то, следуя критерию Гермейера, получают неоправданно большой риск. 

Критерий произведений

Критерий произведений ориентирован на величины выигрышей, то есть на положительные значения 
[image: image354.wmf]ij
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.

Множество оптимальных вариантов решения определяется соотношением
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Правило выбора согласно этому критерию формулируется следующим образом. 

Матрица решений 
[image: image356.wmf]ij

e

 дополняется новым столбцом, содержащим произведения всех результатов каждой строки. Выбираются те варианты 
[image: image357.wmf]0

i

E

, в строках которых находятся наибольшие значения этого столбца.

Применение этого критерия обусловлено следующими обстоятельствами:

– вероятности появления состояний 
[image: image358.wmf]j
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 неизвестны;

– с появлением каждого из состояний 
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 по отдельности необходимо считаться;

– критерий применим и при малом числе реализаций;

– некоторый риск допускается.

Критерий произведений применим, когда все 
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 положительны. Если это условие нарушается, то выполняют сдвиг 
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 с некоторой константой 
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, которую выбирают в соответствии с условием 
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Выбор оптимального решения согласно критерию произведений оказывается значительно менее пессимистичным, чем, например, выбор в соответствии с минимаксным критерием. В результате применения критерия произведений происходит некоторое выравнивание между большими и малыми значениями 
[image: image364.wmf]ij

e

, и, устанавливая оптимальный вариант решения с его помощью, можно при фиксированных состояниях 
[image: image365.wmf]j
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 получить большую выгоду, чем при использовании минимаксного критерия, но при этом должна учитываться возможность появления и худших результатов. При использовании критерия произведений ни число реализаций, ни информация о распределении вероятностей не принимаются во внимание.

Пример реализации поиска решения в MS Excel
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