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	Чугунная балка, нагруженная как показано на рисунке 1, имеет поперечное  сечение, вид которого выбирается в соответствии с вариантом по Приложению 1. 
	Требуется выполнить следующее: 
	1) Изобразить сечение строго в масштабе. 
	2) Определить положение центра тяжести поперечного сечения, положение главных центральных осей инерции, величину главных центральных моментов инерции Jx, Jy. Все величины выразить через величину b. Все поперечные сечения имеют ось симметрии. 
	3) Подобрать размеры поперечного сечения из условий прочности по нормальным напряжениям. 
	4) Построить эпюры нормальных напряжений в сечении изгибаемого элемента. 
	5) Проанализировать эпюру нормальных  напряжений и выбрать рациональное (с точки зрения прочности) расположение поперечного сечения. 
	Исходные данные взять из Приложения 2, полагая M = Pa = qa2. 
	Коэффициент запаса прочности принять n = 2. 
	Пример. В соответствии с условиями задачи произвести расчет на прочность чугунной балки (рисунок 1) при  Р = 2qa;  M = qa2;  а = 1 м = 1000 мм, q = 10 кН/м = 10 Н/мм. 
	Материал балки – чугун СЧ15, имеющий механические характеристики: 
	-  предел прочности на растяжение  σвр = 120 МПа; 
	-  предел прочности на сжатие  σвс = 500 МПа. 
	Балка имеет Т-образное поперечное сечение. 

Решение. 
1) Определяем опорные реакции VA и VB: 
         ;
                       .
       ;
                    .
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Рисунок 1.
	
	Проверка: . ;
                      
	Тождество показывает, что опорные реакции найдены верно. Положительное значение VA показывает, что направление опорной реакции соответствует принятому на рис. 1. Отрицательное значение VB показывает, что направление опорной реакции противоположно принятому на рис. 1.
	2) Строим эпюры поперечных сил Qy и изгибающих моментов Mx. 
	Выражения	 для нахождения значений Qy и Mx в сечении, положение которого определяется координатой z:
       и     
где Qo и Mо соответственно поперечная сила и изгибающий момент в начале участка, Q – площадь эпюры Q от начала участка до рассматриваемого сечения.
В частности, при  qy =  q = const
    и     
Правила знаков: 
- поперечная сила Qy в сечении численно равна алгебраической сумме проекций всех внешних сил, действующих по одну сторону от сечения, на  ось Y, проходящую через центр тяжести поперечного сечения; 
	- поперечная  сила Qy в сечении положительна, если суммарная внешняя сила поворачивает отсеченную часть балки по часовой стрелке относительно сечения (рисунок 2,а) или


	- поперечная  сила Qy в сечении положительна, если кратчайшее совмещение вектора  с вектором внешней нормали  происходит против часовой стрелки (рис. 2,б);
	- изгибающий момент Mx в сечении балки численно равен алгебраической сумме моментов всех внешних сил, действующих по одну сторону от   сечения относительно оси  Х, проходящей через центр тяжести этого сечения; 
	- изгибающий момент Mx положителен, если внешний момент изгибает балку выпуклостью вниз (рис. 2,в). 
При построении эпюры Qy положительные значения поперечной силы принято откладывать вверх, а отрицательные вниз. Н а   э п ю р е   Мх  ординаты откладываются со стороны растянутых волокон, что с учетом правила знаков для изгибающих моментов означает: п л ю с      в н и з,   м и н у с      в в е р х.
Правила  построения  эпюр   Qy   и   Мх:
1. На участке, свободном от погонной нагрузки (q = 0), поперечная сила постоянна, а изгибающий момент изменяется по линейному закону.
2. На участке с равномерно распределенной нагрузкой поперечная сила изменяется по линейному закону, а изгибающий момент описывается уравнением квадратной параболы, обращенной выпуклостью в сторону нагрузки.  В  сечении, где  Qy = 0, Мх имеет экстремум.
3. Под сосредоточенной силой Pi на эпюре Qy происходит скачок на величину этой силы (при обходе слева направо скачок совпадает с направлением силы!).
4. В сечении, где к балке приложен сосредоточенный момент М, на эпюре Мх возникает скачок, равный по величине приложенному моменту. Направление скачка зависит от направления момента: если момент вызывает растяжение нижних волокон, то скачок происходит вниз и наоборот.
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Рисунок. 2.
5.  В сечениях в шарнирных опорных креплениях при отсутствии в них сосредоточенных моментных усилий изгибающие моменты равны нулю.
	Балку разбиваем на участки I, II и III. Используя метод сечений, для произвольного сечения каждого участка составляем уравнения внутренних усилий  Qy и Mx, в соответствии с которыми они изменяются в  пределах  каждого  участка.  Положение  сечения  определяется  текущей  координатой  z, начало  отсчета  удобно  совмещать  с началом участка (см. рисунок 1,а).
	Рассмотрим поочередно все участки.
	Построение эпюры поперечной силы Qy.
	I участок: 0 ≤ z1 ≤ a. 
	Уравнение  поперечной  силы  в  произвольном  сечении  с  координатой  z1 имеет вид
;    .
	Выражение для Qy является линейной функцией координаты z, т.е. для построения эпюры достаточно вычислить значения Qy в начале (z1 = 0) и в конце (z1 = а) I участка балки:
	-  при  z1 = 0  Qy =  1/3 qa; 
	-  при  z1 = а  Qy = 4/3 qa.
	II участок: a ≤ z2 ≤ 2a.
	Уравнение  поперечной  силы  в  произвольном  сечении  с  координатой  z2 имеет вид
;    .
	Выражение для Qy  является линейной функцией координаты z, т.е. для построения эпюры достаточно вычислить значения Qy в начале (z2 = 0) и в конце (z2 = а) II участка балки. Предварительно учтем, что в сечении С под сосредоточенной силой   при обходе слева на эпюре Qy будет наблюдаться скачок величиной :
	- в сечении 	Слев:  
	- в сечении 	Спр:  
	Тогда в начале участка II (при  z2 = 0)  
	
	В конце участка II (при  z2 = a)  
 	
	III участок: 2a ≤ z3 ≤3a.
	Уравнение  поперечной  силы  в  произвольном  сечении  с  координатой  z3 имеет вид

Эпюра Qy  показана на рисунке 1,б.
	Построение эпюры изгибающего момента Мх.
	Уравнение изгибающего момента Mx  в произвольном  сечении участка I имеет вид

	Получили  уравнение  кривой  второго  порядка (параболы), выпуклость которой направлена вниз. 
	Построить кривую второго порядка можно по трем точкам. Вычислим значения Mx в начале участка (z1 = 0), по середине участка I () и в конце участка ():
· при                      ;
· при      
· при                      .  

Уравнение изгибающего момента Mx  в произвольном  сечении участка II имеет вид

	Получили  уравнение  кривой  второго  порядка (параболы), выпуклость которой направлена вверх. Кривая имеет экстремум в сечении с координатой , где Qy = 0. Значение  получим, приравняв нулю выражение для Qy на II участке, т.е.
,
откуда 
	Построить кривую второго порядка можно по четырем точкам. Вычислим значения Mx в начале участка (z2 = 0), в середине участка (), в сечении экстремума () и в конце участка ():
· при                      ;
· при 

· при 


· при    


Уравнение изгибающего момента Mx  в произвольном  сечении участка III имеет вид

	Выражение для Mx  является линейной функцией координаты z, т.е. для построения эпюры достаточно вычислить значения Mx в начале (z3 = 0) и в конце (z3 = а) III участка балки. При этом следует учесть, что в сечении D, где расположен сосредоточенный момент M, должен наблюдаться скачок, равный по величине приложенному моменту.
	В сечении  выражение для изгибающего момента Mx 

	В сечении  выражение для изгибающего момента Mx 

или .
	Тогда в начале участка III (z3 = 0) 

	В конце участка III (z3 = a), т.е. в шарнирной опоре В, 


	Из анализа эпюры Мх следует, что наиболее нагруженным является сечение С, где изгибающий момент достигает своего максимального значения:

2) Для  выполнения проектировочного расчета  вычисляем  геометрические характеристики заданного таврового поперечного сечения балки (рисунок 3).
Так  как  сечение  симметричное,  то  вертикальная  ось  симметрии Y является главной центральной осью. Разобьем сечение на два прямоугольника 1 и 2 и проведем их «собственные» главные центральные оси Х1 , Y1 и Х2, Y2. Введем вспомогательную ось  Х ´,  совпадающую с нижней гранью сечения, и определим положение центра тяжести сечения по формуле

где  F1 , F2 – площади прямоугольников 1 и 2, а yc1 и  yc2  – координаты их центров тяжести С1 и С2 относительно оси  X ´.  
В соответствии с (1) получим координату центра тяжести сечения

Отмечаем положение центра тяжести  сечения С и проводим вторую главную центральную ось сечения Х. 
Осевой момент инерции сечения относительно оси Х равен

где    ;   - моменты инерции 1-го и 2-го
прямоугольников относительно оси Х;
	 – моменты  инерции  каждого  прямоугольника  относительно их собственных главных центральных осей Х1 и Х2  соответственно;
	d1 и d2  –  расстояния между  осями Х и  X1,  аналогично X и  X2, равные
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Рисунок 3

	Собственные моменты инерции каждого прямоугольника :




	Используя формулу (2), получим
.
	Определяем  статические  моменты  Si  для  характерных  точек поперечного сечения. 
	Характерными  точками  в  данном  случае  являются  точки,  лежащие в горизонтальных слоях (рисунок 4): 
	- точки 1и 5, наиболее  удаленные от главной центральной оси Х; 
	- точка 4, лежащая на уровне оси Х; 
	-  точки 3 и 2, принадлежащие уровню, где происходит изменение ширины поперечного сечения  тавра. Точка 3 принадлежит стенке тавра, а точка 2 принадлежит полке тавра.
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Рисунок 4

	Для уровня с точками 1 и 5 надо учитывать статический момент всей  площади поперечного сечения. Но для этого уровня он обращается в нуль, так как центр тяжести сечения совпадает с положением главной центральной оси Х, поэтому вычисляем статические моменты площадей, лежащих выше и ниже оси Х.
	Статический момент  верхней части площади сечения всей  фигуры, расположенной выше главной центральной оси Х:
,
	где  – статический момент площади сечения полки;
	 – статический момент части площади прямоугольника 1, находящейся выше главной центральной оси Х;  


здесь  – часть  площади  прямоугольника 1,  находящаяся  выше оси Х;
	 расстояние от оси Х до ,



	Статический момент площади фигуры, находящейся выше главной центральной оси Х:

	Статический момент части площади сечения, расположенной ниже оси Х, равен

	где   – часть прямоугольника 1, находящаяся ниже оси Х;
	       – расстояние от оси Х до , при этом



	Равенство статических моментов  и  указывает на то, что вычисления по определению центра тяжести составной фигуры были выполнены верно. Определение  является проверкой.

	Выполняем проектировочный расчет. 
	Из рассмотрения эпюры Mх (см. рисунок 1) следует, что в наиболее  нагруженном сечении С изгибающий момент  ; верхние волокна сжаты, а нижние – растянуты. 
	Таким образом, в верхних волокнах, расположенных на расстоянии Yсж = d2 + b = 2,86b + b = 3,86b  от оси Х, сжимающие напряжения максимальны, а в нижних волокнах, расположенных на расстоянии  Yр = YС = 6,14b,  растягивающие напряжения достигают максимума (рисунок 5,а).

                 [image: ]
                                               а)                                                             б)
Рисунок 5

	При  расчете  на  прочность  должно  выполняться  как  условие прочности  для  сжатых  волокон,  т.е.  ,  так  и  условие прочности для растянутых: .
	Для хрупкого материала записываются два условия прочности:
	на растяжение                                                  (3)
	на сжатие                                                       (4)
где допускаемые напряжения равны


	Рассмотрим условие прочности на растяжение (3):

откуда следует, что

	Из условия прочности на сжатие получим

откуда 

	Из двух полученных характерных размеров поперечного сечения b  выбираем наибольший, т.е. окончательно принимаем  b = 14,9 мм. Геометрические характеристики сечения (см. рисунок 5) равны





	4) Для построения эпюры нормальных напряжений вычисляем: 
	- максимальные растягивающие напряжения 

	- максимальные сжимающие напряжения

Эпюра нормальных напряжений  показана на рисунке  5,б.
	5) Проанализируем эпюру нормальных напряжений σ (см. рисунок 5,б)  при заданном расположении поперечного сечения. Из эпюры следует, что  верхние сжатые волокна сечения существенно недогружены.
	Известно, что хрупкий материал на сжатие работает лучше, чем на растяжение  ([σсж] >  [σp]), а при  заданном расположении сечения оказалось, что , так как сжатые волокна расположены ближе к нейтральной оси Ycж < Yp. Таким образом, заданный вариант расположения сечения, очевидно, следует считать нерациональным. Для рационального расположения  поперечного сечения необходимо обеспечить выполнение условия Ycж  > Yp, при котором в наиболее удаленных от оси Х волокнах будут возникать максимальные сжимающие напряжения. Для этого поперечное сечение, показанное на рисунке 5,а, необходимо повернуть на 180º (рисунок 6).
	При этом 
[image: ]
                                     а)                                                              б)
Рисунок 6

	Запишем условия прочности (3) и (4) для сечения, повернутого на 180°:
,
откуда после подстановки данных следует

	В этом случае наибольшие сжимающие напряжения равны

	Условие прочности выполняется. 
	Для  перевернутого  положения  сечения окончательно следует принять b = 12,4 мм. 
	Геометрические характеристики в этом случае будут равны



	Максимальные сжимающие и растягивающие нормальные напряжения равны


	Эпюра нормальных напряжений для перевернутого положения поперечного сечения (см. рисунок 6,а) показана на рисунке 6,б. Из эпюры следует, что в этом случае происходит догрузка сжатой части сечения. Кроме  того, при таком расположении сечения уменьшается погонный вес балки, который определяется площадью поперечного сечения. 
	Если поперечное сечение расположено как на рисунке 5, то

	При рациональном расположении поперечного сечения (см. рисунок 6,а)

	Таким образом, при рациональном расположении поперечного сечения погонный вес балки уменьшается в F/Fрац  = 62,0 / 43,0 = 1,44 раза, т.е. на 44 %.
  








































ПРИЛОЖЕНИЕ 1

















 (
2
b
) (
3
) (
2
) (
1
) (
b
) (
3
b
) (
2
b
) (
b
) (
b
) (
2
b
) (
2
b
) (
2
b
) (
b
) (
b
) (
3
b
) (
b
) (
b
) (
b
) (
2
b
) (
2
b
) (
b
) (
b
) (
b
) (
2
b
) (
2
b
) (
b
) (
b
) (
b
) (
2
b
) (
2
b
) (
2
b
) (
2
b
) (
b
) (
b
) (
2
b
) (
b
) (
b
)                                                                                                                  





 (
4
) (
5
) (
6
)





 (
999
) (
8
) (
7
)
 (
b
) (
b
) (
b
) (
b
) (
b
) (
b
) (
b
) (
b
) (
b
) (
b
)
 (
3
b
) (
2
b
)
 (
2
b
) (
b
) (
b
) (
b
) (
b
)                                                              



 (
12
) (
11
) (
10
)
 (
b
) (
3
b
) (
b
) (
b
) (
b
) (
b
) (
b
) (
b
) (
b
) (
2
b
) (
b
)
 (
b
) (
b
) (
2
b
) (
b
) (
2
b
) (
b
)                                              


 (
b
) (
3
b
) (
b
) (
b
) (
b
) (
b
)
 (
13
) (
15
) (
14
) (
b
) (
2
b
) (
b
) (
3
b
) (
b
) (
2
b
) (
2
b
) (
3
b
) (
b
) (
b
) (
b
) (
b
)       
 (
b
) (
2
b
) (
b
) (
4
b
)


 (
2
b
) (
2
b
)
 (
18
) (
17
) (
16
) (
b
) (
b
) (
2
b
) (
2
b
) (
2
b
)
 (
b
) (
b
) (
b
) (
3
b
) (
b
) (
3
b
) (
2
b
) (
2
b
) (
b
) (
b
)

 (
3
b
)
 

 (
19
)
 (
21
) (
20
) (
2
b
) (
2
b
) (
2
b
) (
4
b
) (
2
b
) (
2
b
) (
4
b
) (
2
b
) (
R=
b
) (
2
b
) (
2
b
) (
2
b
) (
4
b
)
 (
2
b
) (
4
b
) (
2
b
) (
2
b
) (
2
b
) (
b
) (
b
) (
b
) (
R=
b
) (
b
)

 (
R=
b
) (
2
b
) (
R=
b
) (
2
b
) (
4
b
) (
R=
b
) (
R=
b
) (
2
b
) (
2
b
) (
4
b
) (
b
) (
2
b
)	


 (
24
) (
23
) (
22
)






 (
27
) (
26
) (
25
) (
2
b
) (
2
b
) (
b
) (
4
b
) (
2
b
) (
b
) (
2
b
) (
b
) (
b
) (
b
) (
4
b
) (
4
b
) (
3
b
) (
b
)       




 (
30
) (
29
) (
28
)
 (
2
b
) (
4
b
) (
b
) (
2
b
) (
2
b
) (
4
b
) (
b
) (
 
b
) (
2
b
) (
2
b
) (
4
b
) (
b
) (
b
) (
b
) (
2
b
) (
b
/
2
)





 (
33
) (
32
) (
31
)
 (
b
) (
2
b
) (
b
) (
2
b
) (
b
) (
2
b
) (
b
) (
b
) (
b
) (
b
) (
2
b
) (
b
) (
2
b
)
 (
 
b
)
 (
b
) (
2
b
)
 (
36
) (
34
) (
2
b
) (
b
) (
b
) (
b
) (
2
b
) (
b
) (
b
) (
b
) (
b
) (
b
) (
4
b
) (
2
b
) (
4
b
) (
2
b
) (
2
b
) (
4
b
)	


 (
35
)







 (
b
) (
b
)





















ПРИЛОЖЕНИЕ 2















 (
2
) (
1
) (
1
)
 (
4
) (
3
) (
q
M
а
а
P
)      (
M
а
а
P
q
)
 (
q
M
2
а
а
P
а
)    (
q
M
а
а
P
а
а
)
 (
6
) (
5
)
 (
q
M
а
а
P
)  (
q
а
а
P
M
)
 (
8
) (
7
)
 (
M
) (
P
2
а
а
q
M
)   (
q
а
а
а
P
)
 (
12
) (
11
) (
10
) (
9
) (
P
а
а
а
q
M
)          (
q
а
а
а
M
P
10
)
 (
14
) (
q
а
а
P
M
)    (
q
а
а
P
M
)
 (
16
) (
15
) (
P
) (
q
а
а
а
M
P
13
)    (
q
а
а
а
M
)
 (
q
) (
а
) (
а
) (
P
) (
M
) (
q
а
а
P
)         (
M
)
















ПРИЛОЖЕНИЕ 3
















Геометрические параметры элементарных плоских фигур
	Вид
фигуры
	Форма фигуры
	Площадь 
фигуры,
F
	Координаты центра тяжести фигуры C
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Трапеция


	 (
x
1
) (
b
в
) (
h
) (
y
в
) (
y
) (
b
н
) (
C
) (
x
)


 (
y
н
)




	
	




	
Полукруг

	 (
y
)


 (
C
) (
x
)
 (
y
C
) (
x
1
)
 (
D
)


	
	


	



Круговой 
сегмент




	 (
α
) (
α
) (
x
) (
y
) (
C
) (
y
C
) (
b
) (
O
) (
r
) (
r
)
	


	

	


Круговой 
сектор




	 (
C
) (
O
) (
y
C
) (
x
) (
y
) (
r
) (
r
) (
α
)
	


	


	


Квадратная парабола с вершиной в точке А
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Квадратная парабола с вершиной в точке А
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Квадратная парабола с вершиной в точке А
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Геометрические характеристики плоских сечений бруса
	Вид
фигуры
	
Форма фигуры
	
Площадь 
фигуры
	Осевые моменты инерции J, см4
	Моменты сопротивления, см3
	Радиусы инерции i, см
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