Задачи

к модулю «Статистические методы менеджмента качества»
Общие указания

Задачи под простыми номерами (Задача 1, Задача 2 и т.д.) приведены с подробными решениями. При разборе этих задач следует иметь под рукой конспекты лекций по соответствующим разделам курса. 

Задачи с двойными номерами (Задача 1.1, Задача 1.2, Задача 2.1 и т.д.) даются для самостоятельного решения на тему, аналогичную идущей перед ними задаче с простым номером. Как правило, задачи для самостоятельного решения менее сложны, чем те, решения которых приводятся.

В задачах обычно приведены численные значения участвующих в формулировке физических величин и иных параметров. Несмотря на это, решение должно проводиться вначале в общем виде, для чего всем величинам должны быть приданы буквенные обозначения. Соответственно, ответ должен даваться сначала в виде формулы, а затем – в виде числа с указанием единиц измерения (если соответствующая величина не безразмерная).

Задача 1. Считается, что размеры деталей, производимых в ходе технологического процесса, подчиняются нормальному распределению со средним значением  (именуемом также уровнем настройки) 
[image: image1.wmf]m

 и дисперсией 1600 мкм2. Для контроля над уровнем настройки время от времени берутся выборки объемом 
[image: image2.wmf]n

 деталей, по которым вычисляется среднее значение размера. Какое наименьшее значение 
[image: image3.wmf]n

 следует взять, чтобы при номинальном значении уровня настройки 
[image: image4.wmf]5010
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 мм вероятность получить средний размер в выборке 50,14 мм и более не превышала бы 0,01?

Решение. Выборочное среднее, вычисленное по независимой нормальной выборке объема 
[image: image5.wmf]n

, распределено по нормальному закону с тем же средним и в 
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 раз меньшей дисперсией: 
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Здесь Ф – функция стандартного нормального распределения. Таким образом, для определения необходимого значения объема выборки требуется разрешить относительно 
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 неравенство 
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, или 
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Применяя к обеим частям последнего неравенства функцию, обратную  функции Ф (квантильную функцию), получим 
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, откуда 
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где 
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 - квантиль стандартного нормального распределения уровня 
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Подставляя заданные значения 
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Первым целым числом, удовлетворяющим этому неравенству, является 6, что и служит ответом в задаче. 

Задача 1.1. В условиях Задачи 1 положим объем выборки 
[image: image23.wmf]4
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. Найти вероятность того, что среднее значение по выборке такого объема превзойдет текущий уровень настройки 
[image: image24.wmf]m

 не менее, чем на 0,04 мм.
Задача 1.2. Из очень большой совокупности деталей, размеры которых распределены нормально со средним 20,05 мм, выбирается наудачу 10 штук, и вычисляется их средний размер. Пусть известно, что при этом в среднем лишь в 1 случае из 100 получается значение, превосходящее 20,10 мм. Оценить дисперсию распределения размеров деталей совокупности.

Задача 2. В технологическом процессе производятся изделия, размеры которых подчиняются нормальному распределению с дисперсией 0,09 мм2. При отсутствии смещения уровня настройки доля брака (выход за пределы технологического допуска) составляет 0,02. Пусть известно, что при смещении уровня настройки процесса вверх доля брака составила 0,10, причем рассеивание осталось неизменным. Найти смещение уровня настройки.

Решение. Введем обозначения: 
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 - дисперсия размеров деталей, 
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 - ширина поля технологического допуска, 
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 и 
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 - вероятность появления брака соответственно при нулевом и искомом смещениях уровня настройки.

Смещение уровня настройки процесса – это разность между центром технологического поля допуска и центром рассеивания размеров, то есть, в случае нормального распределения, математическим ожиданием. Для удобства будем измерять математическое ожидание от центра поля допуска, тогда смещение уровня настройки совпадет с математическим ожиданием размеров деталей.


При нулевом смещении уровня настройки брак образуется за счет выхода размеров как за нижнюю, так и за верхнюю границы поля допуска, поэтому долю (вероятность) брака записывается следующим образом:
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(3.1)

Здесь использован тот факт, что стандартное нормальное распределение симметрично относительно нуля, и для его функции распределения в силу этого верно соотношение 
[image: image30.wmf]1
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Из (3.1) легко найти ширину поля допуска:


[image: image31.wmf](

)

10

212

б

Tp/

s

-

=×F-






(3.2)

При искомом уровне смещения настройки 
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  вероятность брака составляет
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(3.3)

однако первым слагаемым можно пренебречь: небольшая доля выхода за нижнюю границу поля допуска при нулевом математическом ожидании становится исчезающе малой при смещении настройки процесса вверх. Поэтому будем рассматривать только второе слагаемое в (3.3) и преобразуем его так:
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(3.4)

Отсюда получаем для смещения уровня настройки выражение
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Подставляя численные значения входящих сюда величин, находим
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Задача 2.1. В условиях Задачи 3 пусть доля брака изменяется не за счет смещения уровня настройки, а за счет увеличения технологического рассеивания. Найти новое значение СКО размеров деталей, приводящее к такому увеличению.

Задача 2.2. Пусть в  условиях Задачи 3 происходит одновременное смещение уровня настройки на 0,01 мм и увеличение дисперсии до 0,12 мм2. Найти долю брака, которая получается в результате этих изменений процесса.

Задача 2.3. Найдите 95%-ный доверительный интервал, в котором может находиться зазор в соединении вала (допустимые отклонения  -0,02; -0,04 мм) со втулкой (допустимые отклонения  +0,02 мм), если их размеры распределены равномерно в пределах полей допусков.


Решите задачу при нормальном распределении размеров соединяемых элементов с учетом того, что допуски являются 99%-ными центральными доверительными интервалами на соответствующие размеры.

Задача 2.4.
Производственный процесс обеспечивает возможность получения изделий с нормально распределенным признаком качества, значения которого с вероятностью в 95% укладываются в поле допуска. 
Найдите, во сколько раз следует уменьшить технологическое рассеивание процесса (стандартное отклонение), чтобы поле допуска стало 99%-ным доверительным интервалом для признака качества.
Задача 2.5. Предприятие выпускает холодильники, для которых среднее время безотказной работы составляет 10 лет при экспоненциальном распределении срока службы. Найдите вероятности отказа холодильника на 6-м и на 12-м году его эксплуатации. Определите вероятность того, что холодильник проработает, не выходя из строя, больше 15 лет, и вероятность того, что он сломается уже в течение первых двух лет.

Указание. Экспоненциальное распределение имеет плотность
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где 
[image: image38.wmf]ср

t

 – среднее значение (математическое ожидание) времени работы.

Вероятности «проработает больше заданного» и «проработает меньше заданного» определяются с помощью интегрирования от заданного значения до бесконечности и от нуля до заданного значения. Вероятность отказа на 6-м году эксплуатации – это вероятность того, что холодильник проработает от 5 до 6 лет.
Задача 3. При выборочном контроле качества по альтернативному признаку подсчитывается количество несоответствующих единиц продукции 
[image: image39.wmf]k

 в выборке объёма 
[image: image40.wmf]n

, взятой из партии объема 
[image: image41.wmf]N

. Показать, что отношение 
[image: image42.wmf]k/n


служит несмещённой оценкой доли несоответствующей продукции в партии, определяемой как 
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 - число единиц несоответствующей продукции в партии), и для контроля с возвращением, и для контроля без возвращения проконтролированных единиц продукции в партию.
Решение. Несмещённая оценка – это оценка, математическое ожидание которой равно оцениваемой величине. Следовательно, в задаче требуется показать, что математическое ожидание отношения 
[image: image45.wmf]k/n

 равно доле несоответствующей продукции 
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 или, что то же самое, что математическое ожидание числа 
[image: image47.wmf]k

 равно 
[image: image48.wmf]np

.
При контроле «с возвращением» вероятность получить в выборке ровно 
[image: image49.wmf]k

единиц несоответствующей продукции определяется биномиальным распределением:
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Математическое ожидание в соответствии с этим распределением равно:
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Введём переменную 
[image: image52.wmf]x

, придав её значение 1, и запишем последнее выражение в виде
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Очевидно, сомножитель 
[image: image54.wmf]1
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 в каждом из слагаемых является производной функции 
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Далее, сумма под знаком производной представляет собой биномиальное разложение выражения 
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, производная которого, очевидно, равна
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Подставляя в последнее соотношение 
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, получаем, что вычисляемое математическое ожидание действительно равно 
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При контроле «без возвращения» распределение вероятностей подчиняется гипергеометрическому закону:
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Математическое ожидание:
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Оставим пока в стороне знаменатель, общий для всех слагаемых, и распишем числа сочетаний:
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В этой сумме слагаемое, соответствующее значению 
[image: image64.wmf]0
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, также равно нулю. В остальных слагаемых можно произвести сокращение на 
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 со знаменателем первой дроби. Получаем:
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Введём теперь новую переменную суммирования 
[image: image67.wmf]1
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Вынесем теперь за знак суммы 
[image: image70.wmf]D

, а в слагаемых преобразуем выражения таким образом, чтобы везде было вместо 
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11

1

11

11

11

11

1

00

1

k'(n)k'

nn

D

(N)(D)

k'(n)k'n

DN

(N)(D)

n

k'k'

N

CC

DCCDC

C

--

--

-

---

---

--

---

-

==

-

==

åå


В последнем выражении сумма представляет собой ни что иное, как сумму вероятностей всевозможных значений для гипергеометрического распределения с параметрами: объём партии 
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Теперь для получения итога вспомним про знаменатель 
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, и получим искомое математическое ожидание:
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Задача 3.1. Найдите вероятность приёмки партии из 1000000 изделий, среди которых находится 1472 дефектных, если производится контроль «с возвращением» с объёмом выборки 200 и приёмочным числом 2.
Задача 3.2. Найдите риск поставщика для плана контроля из задачи 8.1, если задано значение AQL=0,003.
Задача 3.3. Найдите риск потребителя для плана контроля «без возвращения» для партии объёмом 1000000 изделий, выборки объёмом 200, с приёмочным числом 2, если задано значение RQL=0,04.
Задача 4. Сделана случайная выборка изделий, изготовленных последовательно в крупносерийном производстве, и измерены значения их показателя качества – размера, в результате чего получен набор данных (в мм):

15,255; 15,303; 15,365; 15,311; 15,360; 15,301; 15,275; 15,293; 15,346; 15,312; 15,281; 15,251;15,302;15,240
Целевое значение показателя качества составляет при этом 
[image: image84.wmf]0
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15,400 мм, а поле допуска симметрично относительно целевого значения и имеет ширину 0,300 мм.

Оценить значения показателей воспроизводимости процесса 
[image: image85.wmf]p

C

 и 
[image: image86.wmf]pk
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 и долю несоответствующих изделий, выпускаемых в этом процессе.

Решение. Поскольку в условии задачи сказано, что процесс относится к крупносерийному производству, можно считать, что значения показателя качества берутся из нормального распределения и статистически независимы. Условие, что изделия изготовлены последовательно,  означает, что параметры распределения – среднее значение и среднеквадратическое отклонение – одинаковы для всех изделий.

Оценки показателей воспроизводимости получатся, в соответствии с определениями, после нахождения оценок параметров процесса 
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где 
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 − ширина поля допуска. В нашем случае, согласно условию, 
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Для данных, приведенных в условии, оценки параметров процесса равны:
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0,001483 мм2, 
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Отсюда 
[image: image98.wmf]0300

60039

p

,

ˆ

C

,

==

×

1,28. Это довольно неплохое значение, близкое к 1,33 (4/3), которое, как правило, считается оптимальным.

Для нахождения оценки второго показателя воспроизводимости, учитывающего смещение уровня настройки, заметим, что у нас получилось 
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, то есть уровень настройки ближе к нижней границе поля допуска; поэтому берём второе выражение в фигурных скобках и получаем, что
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0,42.
Оценка показателя воспроизводимости 
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 получилась низкой, следовательно, в ходе процесса выпускается много несоответствующей продукции, причем практически вся – с выходом показателя качества за нижнюю границу поля допуска. Долю такой продукции можем оценить аналогично Задаче 2:
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то есть, согласно нашей оценке, каждое десятое изделие – бракованное.

Задача 4.1. Решите Задачу 3 для следующих данных:

а) значения показателя качества, мм:

18,800; 18,779; 18,815; 18,831; 18,824; 18,804; 18,784; 
18,823; 18,816; 18,784; 18,801; 18,769; 18,826; 18,795;

целевое значение 
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18,700 мм, ширина поля допуска 0,160 мм.

б) значения показателя качества, мм:

36,042; 36,053; 36,047; 36,013; 36,026; 36,053; 
36,055; 36,023; 36,029; 36,011; 36,050; 36,020; 36,028; 36,043;
целевое значение 
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36,000 мм, ширина поля допуска 0,100 мм.

Задача 4.2. 

В условиях задач 4.1 и 4.2 оцените, какое может быть максимально допустимое смещение  уровня настройки, чтобы показатель воспроизводимости  
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 был не менее 1?
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