Задачи к зачету и экзамену по курсу 

«Прикладные методы численного и функционального анализа»
Задание 1. Решение уравнений на прямой
А) Докажите, что уравнение g(t) = 0 имеет единственный вещественный корень. Б)  Запишите это уравнение в виде f(t) = t. 
В) Укажите содержащий корень уравнения отрезок, на котором отображение f является сжимающим. Нарисуйте график функции f на этом отрезке. 
Г,Д,Е) Найдите приближенное решение этого уравнения с точностью 10-10 и укажите необходимое число шагов, действуя методом:  Г) итераций, Д) Ньютона, Е) касательных. Результаты пунктов Г,Д,Е) оформите в виде таблицы:

	
	Число шагов метода
	Абсолютная погрешность
	Вычисленный корень

	Метод итераций
	
	
	

	Метод Ньютона
	
	
	

	Метод касательных
	
	
	


Задания по вариантам

	20вариант
	G(t)=3t5 - 10t3 + 60t - 2


Задание 2. Сжимающие отображения и линейные операторы 
в конечномерном пространстве
А) Найдите норму, спектр и собственные вектора оператора Ax = M·x в пространстве R2 с нормой ||x||p, где M – данная матрица.
Б) Определите, при каких числах α отображение В вида Вx = α·M·x + v, где M – данная матрица, v – данный вектор, является сжимающим в пространстве R2 с нормой ||x||p.

В) найдите его неподвижную точку точно, а также приближенно (сделав четыре итерации).
Задания по вариантам
	Вар.
	M
	v
	p

	20
	9 0

-7  3
	0

-9
	(


Задание 3. Системы линейных уравнений

А) Сгенерируете случайную матрицу А размера 5х5с элементами, равномерно распределенными на отрезке [-0,5;0,5].

Б) Найдите ее нормы: ||А||1, ||А||(, Фробениуса.
Одна из них должна быть меньше 1, если это не так, то сгенерируете новую матрицу.
В) Найдите число обусловленности матрицы А.

Г) Сгенерируете случайный нормально распределенный вектор-столбец Х0 размера 5.

Д) Вычислите вектор В = А*Х0.

Е) Решите систему А*Х = В численно. Вычислите невязку, абсолютную и относительную погрешность.

Ж) Найдите число обусловленности матрицы (А+Е), где Е – единичная матрица.
З) Вычислите вектор V = (А+Е)*Х0.

И) Решите систему (А+Е)*Х = V численно. Вычислите невязку, абсолютную и относительную погрешность.

К) Решите систему (А+Е)*Х = V методом итераций с минимальной невязкой, сведя ее к виду V – А*Х = Х. Вычислите невязку, абсолютную и относительную погрешность.

Л) Вычислите норму разности двух последних решений.

Задание 4. Сжимающие отображения и линейные операторы 
в пространстве C[a,b]

Определите, при каких α отображение А вида (Ax)(t)= α
[image: image1.wmf]ò

b

a

K(t,s)x(s)ds+g(t) является сжимающим в пространстве C[a,b] с равномерной нормой, найдите его неподвижную точку найдите его неподвижную точку точно, а также приближенно (сделав четыре итерации).
	Вар.
	K(t,s)
	g(t)
	a
	b

	20
	2t2s+3s
	2t2-3
	0
	1


Задание 5. Спектр и резольвента линейного оператора 

Найдите норму, спектр и резольвенту, а также собственные значения и собственные функции интегрального оператора B, заданного на пространстве C[a,b] с нормой ||(||( следующим равенством:
(Bx)(t) =
[image: image2.wmf]ò

b

a

K(t,s)x(s)ds,
где K(t,s), a и b берутся из предыдущего задания.
(См. пример решения в конце файла.)

Задание 6. Наилучшее приближение в евклидовом пространстве (в среднем квадратичном)

Найдите наилучшее приближение в L2[a,b] данной функции f(t) элементами данного подмножества V:

1) В L2[-π; π], f(t) = 1 при t(0 и f(t) = 0 при t<0, V – множество триг. многочленов степени не выше 1.

Задание 7. Интерполяционный полином

Пусть m=10. 
1). Сгенерируйте случайный вектор x1,…,xm, равномерно распределенный на отрезке [-1;1].
2). Упорядочите его по возрастанию. 
3). Сгенерируйте случайный нормально распределенный вектор y1,…,ym. 
4). Вычислите интерполяционный полином p по заданным узлам и значениям.
5). Постройте график интерполяционного полинома p на отрезке [-1,1;1,1]. Исходные точки (xi,yi) отметьте звёздочками.
6). Вычислите и отметьте на графике кружками значения интерполяционного полинома в серединах между узлами.



Задание 8. Приближение функций интерполяционными полиномами

Задана функция f(x) (см. таблицу с заданиями по вариантам) на отрезке [a,b]. 
А) Для n = 21,22,23,…,210 постройте полином Pn степени n, интерполирующий функцию f на отрезке [a,b] в равноотстоящих узлах.
Б) Постройте в одних осях графики исходной функции и всех интерполяционных полиномов Pn на отрезке [a;b].
В) Составьте таблицу погрешностей для ||Pn-f||∞ и ||Pn-f||2, n = 21,22,23,…,210 на отрезке [a;b]
	n
	21
	…
	210

	|||Pn-f||∞
	
	
	

	||Pn-f||2
	
	
	


Г) Постройте в одних осях графики погрешностей ||Pn-f||∞ и ||Pn-f||2, n = 21,22,23,…,210.

Задания по вариантам

	Вариант
	Формула f(x)
	a
	b

	20
	1/(x2+1)
	-1
	2


Задание 9. Численное дифференцирование

А) Согласно варианту выберите отрезок [a,b] и функцию f(x) на нем.
Б) Вычислите производные f ’(x) и f ’’ (x) функции f(x) точно (руками).
В) Задайте на отрезке [a,b] равномерную сетку точек a=x0, x1, … , xn=b, где n=1000.
Г) Для шагов h = 10-1, 10-2, … , 10-20  в каждой точке x=xi заданной сетки численно найдите приближенное значение производной f ’(x) по формулам 
[image: image3.wmf])
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   (формула дифференцирования вперед) и
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   (формула центральной производной).

Д) Для найденных приближ. значений производных составьте таблицу погрешностей 
[image: image5.wmf])
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	h
	10-1
	10-2
	…
	10-20

	M1,фдв(h)
	
	
	
	

	M1,фцп(h)
	
	
	
	


Д) Нарисуйте на одном рисунке графики M1,фдв(h) и M1,фцп(h) в зависимости от h (в логарифмической шкале по обеим осям).
Е) Найдите значения приращений hфдв и hфцп , при которых дают минимальную погрешность формула дифференцирования вперед и, соответственно, формула центральной производной.

Ж) Для шагов h = 10-1, 10-2, … , 10-20  в каждой точке x=xi заданной сетки численно найдите приближенное значение второй производной f ’’ (x) по формуле 
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   (формула центральной второй производной).

З) Для найденных приближ. значений производных составьте таблицу погрешностей 
[image: image8.wmf])
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	10-1
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И) Нарисуйте график M2,фцп(h) в зависимости от h (в логарифмической шкале по обеим осям).
К) Найдите значение приращения hфцп , при котором формула центральной производной даёт минимальную погрешность.
Задания по вариантам

	Вариант
	Формула f(x)
	a
	b

	20
	x3+3
	-1
	2


Задание 10. Численное интегрирование
А) Согласно варианту выберите функцию f(x).   Вариант=20
Б) Вычислите интеграл 
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точно (руками).
В) Применяя формулы трапеций и Симпсона, вычислите тот же интеграл приближенно с погрешностью 
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Г) В каждом случае (для формул трапеций и Симпсона) определите, какое число узлов понадобилось и каковы реальные абсолютные погрешности.

Д) Вычислите тот же интеграл 
[image: image12.wmf]ò
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 с той же погрешностью с помощью квадратурной формулы Эрмита (она же - Мелера) 
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, k=0,1,…,n-1. 
Е) Определите, какое число узлов понадобилось и какова реальная абсолютная погрешность.
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где V – номер варианта. (Вариант=20)
Пример решения задания 5
Задача. Дан оператор Ax(t) =
[image: image17.wmf]ò

×

2

/

0

)

(

cos

sin

p

ds

s

x

s

t

на пространстве H = C[0,π/2]. Найдите: 
(I) его резольвенту и спектр,  (II) его собственные значения и собственные функции,

Решение. А – интегральный оператор с интегральным ядром К(t, s) = sin t cos s.

(I) Резольвента и спектр. Сначала найдем резольвенту Rλ(A) = (A-λI)-1 оператора A. Те λ, для которых Rλ(A) не определен, или определен не на всем Н, образуют спектр σ(A) оператора A. Таким образом, найдя резольвенту, заодно мы найдем и спектр оператора A.

Итак, для произвольной функции x из H нам надо найти элемент y = Rλ(A)x.

Так как y = (A-λI)-1x, то (A-λI) y = x, значит Ay-λy = x. Подставляя сюда формулу для оператора A, получаем интегральное уравнение для функции y:  
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- λy(t) = x(t), t([0,π/2],  
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Нам надо решить это уравнение относительно функции y(t) для произвольной функции x(t). Обозначим
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Тогда получим уравнение:
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Рассмотрим два различных случая.

Случай 1) λ = 0.

Из (3) получаем, что x(t) = C sin t. Таким образом, при λ = 0 уравнение (3) имеет решение не для произвольных x(t), а только для функций x(t) вида  x(t) = C sin t. Поэтому оператор Rλ(A) = (A-λI)-1 не может быть определен на всем Н, а значит точка λ = 0 принадлежит спектру оператора А.

Случай 2) λ не равно 0. 

Тогда из (3) выразим y(t):

y(t) = (С/λ)sin t - x(t)/λ.                                           (4)
Таким образом, мы знаем, как выглядит функция y(t). Остается только найти С. Для этого подставим равенство (4) в равенство (2). Получим:  C =
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Отсюда 
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Так как 
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, то, умножая на λ и преобразовывая, придем к уравнению 
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Рассмотрим два подслучая.

Подслучай а) λ = 1/2.

Тогда получим: 0 = -
[image: image26.wmf]ò
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. Это уравнение также имеет решение не для произвольных x(t), а только для таких функций x(t), что 
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= 0. Поэтому, как и в случае 1), оператор Rλ(A) = (A-λI)-1 не может быть определен на всем Н. А значит, точка λ = 1/2 тоже принадлежит спектру σ(A) оператора А.

Подслучай б) λ не равно 0, и λ не равно 1/2. 

Тогда из (5) находим С:    
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Подставим это выражение в равенство (4) для y(t):   
[image: image29.wmf]l

l

l

p

)

(

sin

)

2

/

1

(

cos

)

(

2

/

0

t

x

t

ds

s

x

s

t

y

-

-

)

(

×

-

=

ò

.

Таким образом, мы нашли решение y(t) – оно существует и единственно, а так как  y = Rλ(A)x, то мы нашли и оператор резольвенты  Rλ(A)  = (A-λI)-1 : 
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Этот оператор линеен, определен на всем Н и ограничен. Поэтому все точки λ, не равные 0 и 1/2, не входят в спектр оператора A. Следовательно, его спектр содержит всего две точки: 0 и 1/2, то есть  σ(A) = {0; 1/2}.

Заметим, что оператор Rλ(A) является суммой интегрального оператора и оператора, пропорционального единичному.

(II) Собственные значения и собственные функции. Для нахождения собственных значений λ оператора А надо выяснить, при каких λ имеет ненулевое решение уравнение Ay = λy; а для нахождения собственных функций y(t), соответствующих собственному значению λ, нужно решить это уравнение относительно y. Подставляя сюда формулу для оператора A, получаем следующее интегральное уравнение для функции y:  
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Дальнейший ход решение этого уравнения похож на ход решения уравнения (1).

Обозначим  
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Тогда из (6) видим, что  
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Рассмотрим два различных случая.

Случай 1) λ = 0. 

Тогда из (8) получаем, что С = 0. Значит, по (7), 
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. То есть, собственными будут те функции y(t), для которых 
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). Таким образом, λ = 0 - собственное значение оператора А.

Случай 2) λ не равно 0. 

Тогда из (8) видим, что 
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Остается только найти константу С.  Подставляя это выражение в (7), получаем:  
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Подслучай а). 
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Тогда получим, что 
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, и С – любое. Значит, 
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 – собственное значение. Соответствующие собственные функции имеют вид (9). Если обозначить 
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С

, то они примут вид: y(t) = С1sin t.

Подслучай б). λ не равно 0, λ не равно 1/2.
Тогда С = 0, поэтому из (9) также y(t) = 0. Значит, эти λ не являются собственными значениями оператора А.

Итак, множество собственных значений оператора А, то есть точечный спектр σp(A) состоит из двух точек: σp(A)={0;1/2}. В данном случае он совпал со всем спектром оператора.                                
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